CONCOURS COMMUNS POLYTECHNIQUES
FILIERE MP

BANQUE
EPREUVE ORALE
DE MATHEMATIQUES
SESSION 2015

avec Corrigeés

V. Bellecave, J.-L. Artigue, P. Berger, J.-P. Bourgade, S. Calmet, A. Calvez, D. Clenet, J. Esteban,
M. Fructus, B. Harington, J.-P. Keller, M.-F. Lallemand, A. Lluel, J.-P. Logé, S. Moinier,
P.-L. Morien, S. Pellerin, V. Rayssiguier, S. Rigal, A. Walbron et A. Warin

2014, [CC BY-NC-SA 3.0 FR

Derniére mise a jour : le 26/08/14


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2015, CCP-MP Mise a jour : 26/08/14

Introduction

L’épreuve orale de mathématiques des CCP, filiere MP, se déroule de la maniére suivante :
— 25 minutes de préparation sur table.
— 25 minutes de passage a l'oral.

Chaque sujet proposé est constitué de deux exercices :
— un exercice sur 8 points issu de la banque publique accessible sur le site http://ccp.scei-concours.fr
— un exercice sur 12 points.

Les deux exercices proposés portent sur des domaines différents.

Ce document contient les 113 exercices de la banque pour la session 2015 :
— 58 exercices d’analyse ( exercice 1 & exercice 58).
— 37 exercices d’algébre (exercice 59 a exercice 95).
— 18 exercices de probabilités (exercice 96 a exercice 113).

Dans l'optique d’aider les futurs candidats a se préparer au mieux aux oraux des CCP, chaque exercice de la
banque est proposé, dans ce document, avec un corrigé.

Il se peut que des mises & jour aient lieu en cours d’année scolaire.

Cela dit, il ne s’agira, si tel est le cas, que de mises a jour mineures : reformulation de certaines questions pour

plus de clarté, relevé d’éventuelles erreurs, suppression éventuelle de questions ou d’exercices.

Nous vous conseillons donc de vérifier, en cours d’année, en vous connectant sur le site :
http://ccp.scei-concours.fr

si une nouvelle version a été mise en ligne, la date de la derniére mise a jour figurant en haut de chaque page.

Si tel est le cas, les exercices concernés seront signalés dans le présent document.

Remerciements a David DELAUNAY pour l'autorisation de libre utilisation du fichier source de ses corrigés des
exercices de 'ancienne banque, diffusés sur son site http://mp.cpgedupuydelome.fr

NB : la présente banque intégre des éléments issus des publications suivantes :

e A. Antibi, L. d’Estampes et interrogateurs, Banque d’exercices de mathématiques pour le programme
2003-2014 des oraux CCP-MP, Ed. Ress. Pédag. Ouv. INPT, 0701 (2013) 120 exercices.
http://pedagotech.inp-toulouse.fr/130701
e D. Delaunay, Prépas Dupuy de Lome, cours et exercices corrigés MPSI - MP, 2014.
http://mp.cpgedupuydelome. fr

L’équipe des examinateurs de 'oral de mathématiques des CCP, filiere MP.

Contact : Valérie BELLECAVE, coordonnatrice
des oraux de mathématiques des CCP, filiere MP.
vbellecave@gmail.com
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BANQUE ANALYSE

EXERCICE 1 analyse

Enoncé exercice 1

1. On considére deux suites numériques (un), oy €t (vn), oy telles que u, ~ vy,
“+oo

Démontrer que u, et v, sont de méme signe a partir d’'un certain rang.

1 1
2. Déterminer le signe, au voisinage de 'infini, de : u,, = sh (> — tan <>
n n

Corrigé exercice 1
1. Puisque u, +~ Un, ON peut écrire, au voisinage de 400, U, = v, + 0(vp).
oo

o(vn) = epv, aveec lim g, = 0.

n——+oo
1
lim &, =0 donc il existe entier N tel que : Vn € N, n > N= |g,| < =
n—-+oo 2
1
Et donc Vn = N, |o(vy,)| = |envn| < |vn| cest a dire Vn > N, —§\vn| < o(vn) < =|vnl.

1 1
On en déduit que Vn > N, —§|vn\ + v, < U, < §|vn\ + v, (%)

Soit n € N tel que n > N.
Premier cas : Siv, >0
1
Alors d’apres (*), u, > 5Un et donc u, > 0.
Deuxiéme cas cas : Siv, <0

Alors d’apres (*), u, < v, et donc u, < 0.

2
On en déduit qu’a partir du rang N, u,, et v, sont de méme signe.

Autre méthode :

Up ~ U, <= 3T(en)/Un— vy, =c€pvpavec lim e, =0
[e%e] n—-+4o00o

<~ J(en)/un=14¢ep)vpavec lim e,=0 (x)
n—-+o0o

lim &, = 0 donc il existe un entier ng tel que : Vn € N, n > ng = |e,| <
n—-+oo
1

1
Donc,VnEN,n}noz—§ 3
1
On en déduit que VneN,n>nyg = 1+¢, > 5 >0. (**)
D’aprés (*) et (**), pour n = ng, u, et v, sont de méme signe

1 1 1 1 1 1 1
2. Au voisinage de +oo, sh(—) = + +o ( 3) et tan — = — —|— +o <3> Donc u, ~ —
n n n +

l\D\H

N
™
3
/

1

6n3 3n3 oo 6n3
On en déduit, d’aprés 1., qu’a partlr d’un certain rang, u, est negatlf.
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EXERCICE 2 analyse

Enoncé exercice 2

On pose f(z) =

1.

1
(z+1)2(3—2)
Décomposer f(x) en éléments simples et en déduire la primitive G de f définie sur 'intervalle | — 1; 3[ telle
que G(1) =0.
Déterminer le développement en série entiére en 0 de la fonction f et précisez le rayon de convergence.

Déduire de ce développement la valeur de G(3)(0).

Corrigé exercice 2

On pose f(x) =
1.

1
(z+1)20B8—-2)
En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on trouve :
(@) 1 1 1 1 1
x

1
T 1T @ ) 16 3o
Les primitives de f sur |—1;+3][ sont donc les fonctions F' définies par :

1 z+1 1 1

Fo)=—=In|{—]—-—-x —+4C C eR.

(2) 16n<3_$> 4><(gg+1>+ avec C €

1
De plus, F(1) :O<:)C:§.
1 z+1 1 1 1

Donc, Vz € |-1;3], G(z) = —1 — =X —.

one, V € ]-1;3], G(z) 16n<3—x> 1 @D 8

1 1
. D’aprés le cours, t —» —— et © —> ———— sont développables en série entiére a ’origine.
x+1 (x +1)2
Le rayon de convergence de ces deux développements en série entiére vaut 1. (1)
1 oo
OnaVvVze]-1,1], T3z - nZ::O(—l)"x".
1 oo
Et,Vz €]-1,1], Ara)P > (=1)"Tinz" =1 ( obtenu par dérivation du développement précédent).
X n=1
1 1
Enfin, = -
=)
3

Donc x —— est développable en série entiére a 1’origine.

-z

Le rayon de son développement en série entiére vaut 3. (2)
E v g3, L =15
t,tonaVvVee |—-3;3|, 0— = - v
] [ 3—az 3,23"

On en déduit que f est développable en série entiére.
On note R le rayon de convergence de ce développement en série entiére.
D’apres (1) et (2), R > 1.
Or lim |f(z)| = +oo0 donc R < 1.
rz——1
Donc R =1.

n

1otoo 1o B B T
Et Ve ]-1;1], f(a:):ﬁ 0(_1) o+ ZO(—l) (n+1)x tIE X3 2l 3
n= n= n=0

—+oo
" -1H" 1 1
Clest-a-dire Vz € |-1; 1], f(x) = Z (( 16) + 1) fln+ ) t 6% 3n+1) z".

n=0

D’aprés le cours, les coefficients d’un développement en série entiére sont ceux de la série de Taylor associée.

| I G V) B - O
Donc, si on pose Vn € N, a,, = 6 + 1 + 16 x 3n+1’ alors, Vn €N, ap = n!
1 3 1 44
Ainsi, GA(0) = fA0) =2lag =2x [ =+ o4 —— ) = — .
insi, G (0) = f12)(0) az “\16 71 6x27 27
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EXERCICE 3 analyse

Enoncé exercice 3

1
1. On pose g(z) = €*® et h(z) = o2
x
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de
définitions respectifs.

eQac

- 1+2
En utilisant la formule de Leibniz, concernant la dérivée n®™° d’un produit de fonctions, déterminer, pour
tout entier naturel n et pour z € R\ {—1}, la valeur de f"(x).

2. On pose f(z)

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

Corrigé exercice 3

1. g est de classe C™ sur R et h est de classe C* sur R\ {—1}.
On prouve, par récurrence, que :

—1)FE!
k _ oku2x k _ (=)
2. g et h sont de classe C* sur R\ {—1} donc, d’aprés la formule de Leibniz, f est de classe C* sur R\ {—1}

et Vo e R\ {-1}:

n n _N\kL n _1)k2n—k
(n) _ n (n—k) h(k) _ n 2n—/€ 2z ( 1) k! —nl 2 ( )
e =3 (7)o@ > ()zrteee SO e > e R
3. Notons (P,,) la propriété :
Sif:I—>Retg:I— Rsontn fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur I et :

n

va el (f) W@ =Y (1)1 Mg ),

k=0
Prouvons que (P,) est vraie par récurrence sur n.

La propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1 (dérivée d’un produit).

Supposons la propriété vraie au rang n > 0.
Soit f: I - Ret g: I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I.

Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la
n

fonction fg l'est aussi avec Va € I, (fg)™ (x) = Z (Z> FrRg® ().
k=0
Pour tout k € {0,...,n}, les fonctions f(=F) et ¢g(F) sont dérivables sur I donc par opération sur les
fonctions dérivables, la fonction (fg)(™ est encore dérivable sur I.
Ainsi la fonction fg est (n 4 1) fois dérivable et :

va e L(f)" @) =3 (1) (1 @) + 10 @) )

k=0
En décomposant la somme en deux et en procédant a un décalage d’indice sur la deuxiéme somme, on
n n+1
btient : Vx € T (n+1) (z) = T e(nt1-k) (1) o (k) T\ e 1-R) () o (R ().
obtient ¥ € 1 (/) ") = 30 (1) 700 (@1g o) + 32 (1 )1 )

ffg)tj(x) - kE_j (()+(,"0)) @@ + (§) £ @a® @ + (1) 10 @)

1
Or, en utilisant le triangle de Pascal, on a n + " ) (" *

k) k—1 k
1 1
On remarque également que <7(;L> =1= (n:)r > et (Z) =1= <Z I 1).

n+1
1
On en déduit que (fg)(”H)(x) = Z (n_]g )f(nJrl_k) (x)g(k)(x)-

k=0
Donc (P,,4+1) est vraie.
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EXERCICE 4 analyse

Enoncé exercice 4

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f : [a;b] — R et soit zg € ]a, b].
On suppose que f est continue sur [a;b] et que f est dérivable sur Ja; o[ et sur Jxo; b]
Démontrer que, si f admet une limite en xg, alors f est dérivable en zg et f/'(zp) = lim f'(z).
T—xTo

3. Prouver que l'implication : ( f est dérivable en xg) = (f’ admet une limite finie en () est fausse.

1
Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = 22 sin — si x # 0 et g(0) = 0.
x

Corrigé exercice 4

1. Théoréme des accroissements finis :
Soit f : [a,b] — R.
On suppose que f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
Alors 3¢ € Ja, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
2. On pose I = lim f/(z).
T—rT0
Soit h # 0 tel que zg + h € [a, b].

En appliquant le théoréme des accroissements finis, a la fonction f, entre xy et g + h, on peut affirmer

qu’il existe ¢y, strictement compris entre xg et xg + h tel que f(xg + h) — f(xo) = f'(cpn)h.
Quand h — 0 (avec h # 0), on a, par encadrement, ¢, — .

1 L , L b
Done Jim & (f(wo +h) — f(zo) = Jim f/(cs) = lim f'(r) =1
On en déduit que f est dérivable en zg et f/(zg) = I.

3. La fonction g proposée dans l'indication est évidemment dérivable sur |—oo, 0 et |0, +o0].

1 1
g est également dérivable en 0 car 7 (g(h) — g(0)) = hsin (h)

1 1
Or ’l}i;ro%)hsin (h> =0 car |hsin (h) | < |-
Donc, g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

1 1
Cependant, V z € R\ {0}, ¢'(z) = 2z sin (x) — cos <x>

1 1 1
2xsin (> — 0 (car |2z sin(—)| < 2|z|). mais © — cos [ — | n’admet pas de limite en 0.
r) = x x

Donc ¢’ n’a pas de limite en 0.
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EXERCICE 5 analyse

Enoncé exercice 5

1. On considére la série de terme général u,, = —————5 o n > 2 et a € R.

n (lnn)
(a) Cas <0

En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0
Etudier la nature de la série. )
Indication : On pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = 2z
r(Ilnx)™

()

(In(n? + n))?

2. Déterminer la nature de la série Z
n=3
Corrigé exercice 5

1.(a) Casa <0
Vn>3,Inn>1donc (Inn)* < 1.

s |-

On en déduit que : Vn > 3, u, >
1
Or — diverge.
D, diverge
n>1
Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que Zun diverge.

(b) Cas >0

La fonction f : z — — est décroissante et positive sur [2; +oo[ donc :

_

z(Inz)
+oo

Z f(n) et / f(x)dx sont de méme nature.
2

n>2
X In(X) dt 400
Puisque / flz)dz = / —, on peut affirmer que : / f(z)dx converge <= a > 1.
2 t=Inz [, 90 te 2

On en déduit que : Z f(n) converge <= a > 1.
n>=2

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, u,, =

Au voisinage de +oo,

n
e — (1 + 1) —e — enlll(1+%> —e — en(%—ﬁ-&—o(ﬂ%)) —e — el_ﬁ""o(%) = i +o0 (1> .
n 2n n

e

1 n
On en déduit qu’au vosinage de +o00, e — (1 + ) ol
oo 2n

n
1 1 1

De plus, au voisinage de +o0, In (n? + n) =2Inn +In <1 + > =2Ilnn+~-+o (>
n n n

Donc In (n2 + n) +~ 2Inn.
1

nlnn’

1 L1 €
Et comme ew ~ 1, on en déduit que u,, ~ - X
+o0 +oo 4

1
Or, d’aprés 1.(b), Z oy diverge.

n>=2

Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, E u, diverge.
n>=2
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EXERCICE 6 analyse

Enoncé exercice 6

Soit (un), ey une suite de réels strictement positifs et [ un réel positif strictement inférieur a 1.

L . . unJrl
1. Démontrer que si lim
n—-+oo Uy,

=1, alors la série g U, converge.

. . L. . .. . .. . Un+1
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim

= [, puis majorer, pour n assez grand, u,
n—-+oo Up,

par le terme général d’une suite géométrique.

n!
- ?
2. Quelle est la nature de la série E ol
n=1

Corrigé exercice 6

1. Par hypothése : Ve >0, 3N € N/Vn > N, |u2+1 =l <e. (1)
1-1 "

Prenons ¢ = ——.
Fixons un entier N vérifiant (1).

AlorsVneN, n> N = |
Unp+1

141
Et donc, Vn > N, <
U, 2

141
On pose q = 5 On aqe]0,1].
On a alors Vi > N, up11 < quy,.
On en déduit, par récurrence, que Vn > N, u, < ¢ Nuy.

Or Z " Nuy =ung™N Z q" et Z q" converge car q € ]0,1].
n>N n>N n>N
Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, Z U, converge.

!
2. On pose : Vn € N* u,, = .
nn
" n —nln(l+—
VnEN*,un>OetVn€N*,u+1: " =e ( n).
Up, (n4+ 1)
1 n
Or —nln(l+ —) ~ —1donc lim Untl _ o1 <1,

n’ +oo n—+o0o Uy
Donc g U, converge.
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EXERCICE 7 analyse

Enoncé exercice 7

1. Soient (un),cy et (vn) deux suites de nombres réels positifs. Montrer que :

neN

Up ~ Uy — E Uy, €t E v, sont de méme nature.
—+o0

1
(i — 1) sin <>
2. Etudier la convergence de la série Z i
e (\/n +3— 1) Inn

(i est ici le nombre complexe de carré égal & —1)

Corrigé exercice 7
1. Puisque u, e U, ON peut écrire, au voisinage de +00, U, = v, + 0o(vy,).
(o]
o(vp) = eqv, avec ngrfoo en = 0.

Dong, il existe un entier N tel que Vn > N, |e,| < 1/2.

1 1
Et donc, Vn = N, |o(v,)| = |lenvn| < §\vn|, c’est-a~dire, Vn > N, —3n < o(vn) < 3Un-
1 1 3
On en déduit que Vn > N, SUn <uy < o Un- *)

Premier cas : Si E v, converge

D’apres (*),Vn > N, u, < gvn.

Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, Z U, converge.
Deuxiéme cas : Si Zvn diverge

D’aprés (*), Vn > N, %vn < Up.

Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs, > w,, diverge.

Par symétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.

(i —1)sin (i)

(\/m— 1) Inn’

2. On pose Vn =2, u, =

ﬂsin(%)
(\/n 3— 1) Inn’
V2

[un| =

De plus |u,| ~ —4——— =,
+o n2lnn
5 2 . 5 L.
On a niv, = —4———, donc lim niv, = 0. On en déduit que g v, converge.
nilnn n—r+00

D’apres 1., E |un| converge.
n>2

Donc E u, converge absolument.
n>2

De plus, la suite (uy,)n>2 est a valeurs dans C, donc E U, converge.
nz2
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EXERCICE 8 analyse

Enoncé exercice 8
Soit (un), ¢y une suite décroissante positive de limite nulle.

1. (a) Démontrer que la série Z (=1)" uy est convergente.

n
Indication : on pourra considérer (S2,), ¢y €t (S2n41),cy avec S, = Z (=1)" .
k=0
(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (—1)" wy.
)"e

2. (a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z (=
n

n>1
(1) e

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo| de la série de fonctions Y, 5,
z n

Corrigé exercice 8

1. (a) Sant2 — S2n = Uant2 — Uznt1 < 0, donc (Sa,) est décroissante.
De méme So;, 413 — Sopt1 = 0, done (Sa,41) est croissante.
De plus Sgn — S2n+1 = U2n+1 et lim U2n+1 = O, donc lim (SQT, — Sgn+1) =0.
n—-+o0o n—-+4oo
On en déduit que les suites (Sap,)nen €t (San+1)nen sont adjacentes. Donc elles convergent et ce vers
une méme limite.
Comme (Sap,)nen €t (S2n+1)nen recouvrent Uensemble des termes de la suite (uy,), on en déduit que la
suite (S, )nen converge aussi vers cette limite.

Ce qui signifie que la série Z (—1)*uy converge.

+oo
(b) Le reste R, = Z (—=1)Fuy, vérifie Vn € N, |[Ry| < Unis.
k=n+1
-1 n _—nx
2. Onpose Vo € R, VneN* a,(z) = %.
n
On a alors Vn € N*, a,(z) = (—=1)"un(z) avec u,(z) = ¢
n

(a) Soit z € R.
Siz <0,alors lim |a,(x)| = +oo, donc Z an(x) diverge grossiérement.
n—+o0o >1

Siz >0, alors (un(x)) est positive, décroissante et lim wu,(z) = 0.
n—-+oo

Donc d’aprés 1.(a), Y. an(z) converge.
n>1

Donc Z a,, converge simplement sur [0, +00].

n>1
+o0o
(b) Comme Z a, converge simplement sur [0, 4+o00[, on peut poser Vz € [0, +oo[, R, (z) = Z ar(x).
n>1 k=n+1
Alors, comme, V x € [0, +00[, (un(x)) est positive, décroissante et lirf up(x) = 0, on en déduit,
n—-+00

d’apres 1.(b), que :

ef(nJrl)z
Va € [0,4o00], [Rn(2)] < a1

1
Et donc Vz € [0, 400, |Ry(z)] < PR (majoration indépendante de x)
n

Et comme lim =0, alors (R,,) converge uniformément vers 0 sur [0, +o0].

n—toom + 1

C’est a dire E a, converge uniformément sur [0, +00].
n>1
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EXERCICE 9 analyse

Enoncé exercice 9

1. Soit X un ensemble, (gy),cy une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonction g.

n—+ 2677”2.

n+1

a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,),,cy-

2. On pose fn(z) =

(a)

(b) La suite de fonctions (fy), oy converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[?

(c) Soit @ > 0. La suite de fonctions (fy,), oy converge-t-elle uniformément sur [a; +oo[?
)

(d) La suite de fonctions (fy), ¢y converge-t-elle uniformément sur ]0, +oo[?

Corrigé exercice 9

1. Soit g, : X — Cet g: X — C.
Dire que (g,,) converge uniformément vers g sur X signifie que :
Ve>0,3INeN/VneNn>2N=VzelX|g.(r)—g(z) <e.

Ou encore, (g,) converge uniformément vers g sur X <= lim [ sup |g,(z) — g(x)|) =0.
n—+00 \ zc X

n+2 —na?
€
n+1

2. (a) On pose Vx € R, fo(x) =
Soit x € R. )
Siz =0, alors f,(0) = Zi T donc lim fn(0)=1

1 1 —na?
Si & 0, alors L f,(0) = 0 car Fae) e

On en déduit que (f,) converge simplement sur R vers la fonction f définie par :
0 si x#0

f(gc):{ 1 si =0

(b) Vn € N, f, est continue sur R et f non continue en 0 donc (f,) ne converge pas uniformément vers f
sur R.

(c) Soit a > 0.

2
Ona:Vaz€la,+oof, |fn(z) — f(2)] = |fu(z)] < n I 1e’”a2 (majoration indépendante de x) ?
n
2 2
Par ailleurs lim nt e—na® — ) (car n+ e—ma’ o efnaQ).
n—toon + 1 n+1 +o0

Donc (f,) converge uniformément vers f sur [a, +00].

2
(d) On remarque que Vn € N, f,, est bornée sur |0, 4+o0[ car ¥V z € |0, +00[, |fn(x)| < Zi 1

D’autre part, f est bornée sur [0, +oo[, done, Vn € N,  sup |fn(z) — f(x)] existe.

<2

z€]0,+00
na i — L = M onc im i _ L —e !
0 \fn(\/ﬁ) f(ﬁ)l o donc i |fn(\/ﬁ) f(ﬁ)l # 0.

Or sup |[fn(z)— ()I/Ifn(\f) (\f)ldonc sup |fu(x) = f(z)| A 0.

x€]0,+o00[ 2€]0,+o00[ n——+o00
Donc (f,) ne converge pas uniformément vers f sur ]0, +oo].
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EXERCICE 10 analyse

Enoncé exercice 10

ne® + xe™”
On pose fn (ZE) = (I2 + 1) W

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,, ),y converge uniformément sur [0, 1].
1
xT —T
2. Calculer lim (x2 +1) mdx.

n—+o0o n-+x
0

Corrigé exercice 10
1. Pour z € [0,1], liI_irrl fn(z) = (22 + 1)e”.
n—-+oo
La suite de fonctions (f,) converge simplement vers f : x + (22 + 1)e® sur [0, 1].

OnaVaze(0,1], fulz) — flx) = (2% + 1)@, et donc : Vo € [0,1], |fn(z) — f(z)| < %.

Ce majorant indépendant de x tend vers 0 quand n — 400, donc la suite de fonctions (f,,) converge

uniformément vers f sur [0, 1].

2. Par convergence uniforme sur le segment [0, 1] de cette suite de fonctions continues sur [0, 1], on peut

intervertir limite et intégrale.
1

On a donc lim (2 +1)

n—+oo Jq n—+x

T —x 1
ne” e dz = / (2% +1)e” da.
0

1
Puis, en effectuant deux intégrations par parties, on trouve / (x2 +1)e” dz = 2e — 3.
0
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EXERCICE 11 analyse

Enoncé exercice 11

1. Soit X une partie de R, (fy), oy une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une
fonction f.
On suppose qu’il existe une suite (x,,)
pas vers 0.

nen d’éléments de X telle que la suite (fn(7n) — f (24)), cy ne tende

Démontrer que la suite de fonctions (fy), cy ne converge pas uniformément vers f sur X.
sin (nx)
2. Pour tout z € R, on pose T)=—-F7%5.
p fn(x) 1+ n2z2
(a) Etudier la convergence simple de la suite (fn),cy-

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,),,cy sur [a, +oo[ (avec a > 0), puis sur ]0, +ool.

Corrigé exercice 11

1. Par contraposée :
si (fn) converge uniformément vers f alors :
il existe un entier N tel que Vn > N, ||fn, — f|l.. = sup | fn(x) — f(2)| existe et lim | f, — f|l.o = 0.
zeX n——+o0o

Or,YneN,z, € XdoncVneN, n>N= |fu(z,) — f(an)] < |fn — fllw-

n—-+oo
Done tim_|fa(r) — F(z,)] =0.
C’est-a-dire la suite (fy,(z,) — f(zn)) converge vers 0.
2. (a) Soit z € R.
Siz =0, alors f,(0) =0.

1
Siz # 0, alors lir_~r_1 fu(x) =0 car | fr(z)| <
n—-+0o0

n2x2’

Donc la suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur R.
(b) Soit a > 0.

Vi € [a, oo, |fu(@) = ()] = [fule)] < ——

14 n2q2’

Cette majoration est indépendante de z et lim ———— =
n—+oo 1+ n2a?

On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [a, +00] .

On pose, Vn € N*, x,, = ul
2n 1
OnaVneN, z,€l0,+oof et |fnlrn) — flzn)| = 5 qui ne tend pas vers 0 quand n — +o0.

1+
On en déduit, d’apreés 1., que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément sur |0, +o0].
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EXERCICE 12 analyse

Enoncé exercice 12

1. Soit (f,) une suite de fonctions de [a,b] dans R.

On suppose que la suite de fonctions (f,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f, et que,

Vn €N, f, est continue en zg, avec xy € [a, b].
Démontrer que f est continue en zg.
2. On pose : Vn € N*, Va € [0;1], gn(x) = 2™
La suite de fonctions (g, )nen+ converge-t-elle uniformément sur [0;1]?

Corrigé exercice 12

1. Soit zg € [a, b].
Prouvons que f est continue en z.
Soit € > 0.

En particulier pour n = N, on a Vz € [a,b],|f(z) — fn(z)| <e. (%)
Or la fonction fx est continue en zg donc 3 a > 0 tel que :

Va € [a,b], |z — xo| <a = [fn(z) — fn(zo)| <& (FF)

D’aprés I'inégalité triangulaire, V x € [a, b],

|f(@) = f(zo)| < |f (@) = fn (@) + | (@) — fv(@o)| + | v (wo) — f(wo)]-
Alors d’apres (*) et (**),

Vo € [a,b], |z — xo] < a=|f(x) — f(zo)] < 3e.

On en déduit que f est continue en zg.
. . . i 1
2. La suite (gn)nen+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction g : « — { (1) Zi z E [10’ [

Vn € N*, g, est continue en 1 alors que g est discontinue en 1.

Par convergence uniforme, il existe un entier N tel que Vn € N, n > N = (Vz € [a,b], |f(z) — fu(z)| < &).

D’aprés la question précédente, on en déduit que (g, )nen+ ne converge pas uniformément vers g sur [0, 1].
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EXERCICE 13 analyse

Enoncé exercice 13

1. Soit (g,) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quelconque.
On suppose que, pout tout n € N, g,, est bornée et que la suite (gn) converge uniformément sur X vers g.

Démontrer que la fonction g est bornée.

2. On considére la suite (f,)nen+ de fonctions définies sur R par :

2r si |2 <

3

si|z| >

Sl 3=

8=

Prouver que (f,)nen+ converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R ?

Corrigé exercice 13

1. Vn € N, g, est bornée sur X, c’est-a-dire : Vn € N, 3M,, € Rt/ Vx € X, |gn(x)| < M,,. (¥)
Notons que ce majorant M,, dépend de n.

(gn) converge uniformément vers g sur X. Ce qui signifie que :
Ve>0,INeN/VneNn>=N=VzelX,|g,(z)—glx) <e (1)
Prenons € = 1 et fixons un entier N vérifiant (1) pour ce choix de e.
Alors, VneNn>N=Vze X, |g.(z) —g(x)] <1
En particulier, Vo € X, [gn(2) — g(z)] < 1. (**)
Or, d’apres l'inégalité triangulaire, Vz € X, |g(x)| < |g(z) — gn (z)| + |gn (2)]-
Donc, d’aprés (*) et (**), Vo € X, |g(z)] < 1+ My.
Ce qui signifie que g est bornée sur X.

2. ¥neN* f,(0) =0, donc lirJIrl fn(0) = 0.

n—r+00

Soit x € R*.

1 1
lim — =0donc, IN € N* tel que, Vne N, n > N = — < |z|.
n

n—+oco n
Fixons un tel entier V.

1

AlorsVneN,n> N = f,(z) = =
1
D li n(x) = —.
onc nﬁuﬂ@f (x) .

On en déduit que (f,)nen+ converge simplement sur R vers la fonction f définie par :
1
— si x#0

f@)=4 5 S oer0
0 si z=0

De plus, Vn € N*| f,, est bornée car Va € R, |f,(2)] < n.

Or f n’est pas bornée sur R donc, d’aprés la question précédente, (f,)nen+ ne converge pas uniformément
sur R.
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EXERCICE 14 analyse

Enoncé exercice 14

1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (fn),cy une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

Démontrer que si la suite (f,), oy converge uniformément sur [a, b] vers f, alors la suite < / fn (2) dx)
e neN

b
converge vers / f(z)da
a

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.
+oo
1

3 (4o
3. Dé t " dx = —_— .
emontrer que A T;O.’IJ xr nan

n=1

Corrigé exercice 14

1. Comme la suite (f,,)nen converge uniformément sur [a, b] vers f, et que, Vn € N, f,, est continue sur [a, b],
alors f est continue sur [a, b].
Ainsi, Vn € N, f,, — f est continue sur le segment [a, b].
On pose alors, ¥ €, [/~ fl = s, [(x) = 1 (2)}
xre|a,

b b
/ fule) d / S (Jnla) — f(2)) d| < / Fal@) = F@)ldz < (b—a) [fa — flloy (%)

Or (f,) converge uniformément vers f sur [a,b], donc lir_irrl Ilfn— fll =
n—-+oo

On a

Donc d’aprés (*), lim /fn dac—/ f(z

n—+o0o

2. On suppose que Vn € N, f,, est continue sur [a,b] et Z fn converge uniformément sur [a, b].
n
On pose S, = ka.
k=0
Z fn converge uniformément sur [a, b, donc converge simplement sur [a, b].
On pose alors, également, Vz € [a, b], Z fr(z

Z fn converge uniformément sur [a, b] 51gn1ﬁe que (S,) converge uniformément sur [a, b] vers S.

De plus, Vn € N, S,, est continue sur [a, b], car S,, est une somme finie de fonctions continues.
On en déduit que S est continue sur [a b].

Et d’aprés 1., hm /S dx—/ S(x

Or / x)dx = / Z fi(z)de = Z/ fx(x)dx car il s’git d’une somme finie.
Donc nllgrloc kz_o/a fe(z)dz = /a S(z)dx.

nooeh b +oo
Ou encore ngr}rloo kzo/a fr(z)de = /a ];)fk(x) dz

b b +oo
Ce qui signifie que Z/ fx(x) dx converge et Z fk Yda = / Z fe(x)dx
a a o

k=0"%

Bilan : La convergence uniforme de la série de fonctions g fn ot les f,, sont continues sur [a, b] permet d’
b +oo

intégrer terme & terme, c’est-a-dire : / Z fo(x)de = Z / fulz
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3. La série entiére E " est de rayon de convergence R = 1 donc cette série de fonctions converge

1
normalement et donc uniformément sur le compact [0, 2] cJ]-1,1][.

1
De plus, Vn € N, z —— 2™ est continue sur {0; ] .

2
On en déduit alors, en utilisant 2., que : n) dr = L U N S S
1 en dedult alors, en utilisan que /0 Z.’L‘ X Z/O xr axr Zn+12n+1 o on
n=0 n=0 n=0 n=1
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EXERCICE 15 analyse

Enoncé exercice 15

Soit X une partie de R ou C .

1.

Soit Z fn une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C.

Rappeler la définition de la convergence normale de Z fn sur X, puis de la convergence uniforme de

an sur X.

Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est

uniformément convergente sur X.
n2

La série de fonctions g —'z” est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de
n!

rayon It € R} 7

Corrigé exercice 15

1.

On suppose que Vn € N, f,, est bornée sur X.
On pose alors Vn € N, || fn|l o = sup|fn(t)]-
tex

Z fn converge normalement sur X <= Z I frll., converge.

n
On pose VneN, 5, = ka..
k=0
Z fn converge uniformément sur X <= la suite de fonctions (S,,) converge uniformément sur X.

. On suppose que Z fn converge normalement sur X.

Les fonctions f,, sont donc bornées sur X et la série numérique Z | fnll o, converge.

Or,Vz € X, [fu(@)| < | fallo-

Donc, par comparaison des séries & termes positifs, la série Z fn(x) est absolument convergente et donc
convergente, puisque les fonctions f,, sont a valeurs dans R ou C.

Ainsi la série de fonctions Z fn converge simplement sur X.

+oo
On peut donc poser Vo € X, Vn € N, R, (z) = Z fr(x).

k=n+1
+oo +o00 +o0
Alors, Vz € X, |R,(z)| = Z Jr(x)| < Z | fr(x)| < Z | fkll- (majoration indépendante de x)
k=n-+1 k=n-+1 k=n+1
“+o00
Or Z fn converge normalement sur X donc ngrfw k_%;l | frlloo = 0.

On en déduit alors que la suite de fonctions (R,,) converge uniformément vers 0 sur X.
Comme R, = S — Sy, la suite (S,,) converge uniformément vers S sur X.
C’est-a-dire Z fn converge uniformément sur X.

2

n
On pose, Vn € N, a, = —-
n!

Vn e N* Ant1 n+1
T oan, n2
. a

Donc lim - —o.

n—-+oo anp
2

P . Pt EBN n n 2 <
On en déduit que série entiére E —#" aun rayon de convergence égal a 4oc0.
n

Cette série entiére converge donc normalement sur tout compact de C.
En particulier, cette série entiére converge normalement et donc uniformément, d’aprés 2., sur tout disque
de centre O et de rayon R.
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EXERCICE 16 analyse

Enoncé exercice 16

On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn e N*, vz € [0, 1], un(z)zln(u_%)_%_

+oo
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + E) — E]
— n n

1. Démontrer que S est dérivable sur [0, 1].
2. Calculez S'(1).

Corrigé exercice 16

1. Soit x € [0,1].

Siz =0, uy(0) =0 et donc Zun(O) converge.

2 372

. - 1
Si z # 0, comme au voisinage de 400, u,(z) = ~5.3 +o (7#)’ alors |up, (z)| fodb Wk

1 . . . "
Or E — converge donc, par critére de comparaison des séries a termes positifs, E un () converge
n

n>1
absolument, donc converge.

On en déduit que la série des fonctions u, converge simplement sur [0, 1].
La fonction S est donc définie sur [0, 1].

1 1 —
Vn € N* u, est de classe C! sur [0,1] et Vz € [0,1], v/, (z) = S ——
z+n n nlz+n)
1
Donc Vn € N*, Vz € [0,1], |ul,(z)] < -3
On en déduit que |lu,||, = sup |u,(z)] < —=.

2
z€[0,1] n

1
Or Z 2 converge.

n>1

Donc E u), converge normalement, donc uniformément sur [0, 1].
n>1

On peut alors affirmer que la fonction S est de classe Ct. Elle est donc dérivable sur [0, 1].

+oo +oo
1 1
2. En vertu de ce qui précede, S’'(1) = E u, (1) = E ( - >
n n
n=1

n=1

N
1 1 1

0 — =] = -1 —1.

r23(714—1 n) N+1 N—+o0

n=1

Donc S'(1) = —1.
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EXERCICE 17 analyse

Enoncé exercice 17

Soit A C C et (fy), ey une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer I'implication :

(la série de fonctions Z fn converge uniformément sur A)

4
(la suite de fonctions (f,), ey converge uniformément vers 0 sur A)
2. Onpose : Vn €N, Va € [0;+oc[, f(z) = naZe =Vn,
Prouver que Z fn converge simplement sur [0; +o0].

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[? Justifier.

Corrigé exercice 17

1. On suppose que Z fn converge uniformément sur X.

On en déduit que Z fn converge simplement sur X.
“+o0 n

On pose alors, Vo € X, S(z) = ka(as) etVneN, S, (z) = ka(as)
k=0 k=0

Z fn converge uniformément sur X, c’est-a-dire (S,,) converge uniformément vers S sur X, c’est-a-dire
lim ||S, — S||leo =0, avec ||Sy, — S||eo = sup |Sy(x) — S(z)|.
reX

n—-+oo
OnaVvVneN"  VaeX, |ful@)]=]|S(x)—Sn_1(x)] <|Sn(x) = S(x)| +|S(x) — Sp—1(z)|.
Donc Vn e N*, Vz € X,|fn(z)] <||Sn — S|loo + [|Sn—1 — S]lec (majoration indépendante de x).
Or lim |[|S; — S|leoc =0, donc lim (||Sn — S|loo + ||Sn—1 — S|ec) = 0.
n—-4oo n——+oo
Donc (f,) converge uniformément vers 0 sur X.
2. On pose : Vn € N,V € [0; +00], fn(x) = nz2e Vr,
Soit x € [0; 400l.
Siz=0:
Vn eN, f,(0) =0 donc Z fn(0) converge.
Sixz#0:

1
lim n?f,(x) = 0, donc au voisinage de +00, f,(x) =0 <2>
n—+00 n

1 . ..
Or E 3 converge donc, par critére de domination, E fn(x) converge.
n>1

On en déduit que Z fn converge simplement sur [0; +o0[.

Vn e N*, f, est continue sur [0; +-o0] et lirf_l fn(x) =0, donc f,, est bornée sur [0; +o0].
Tr—r+0o0

[
Comme fy est bornée (fop = 0), on en déduit que Vn € N, f,, est bornée.
De plus, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

En effet, si « = 0 alors f,,(0) =0 et si z # 0, liril fu(z)=0.
n—-—+0o0o
1
OnaVneN* f, (\/ﬁ) =e L

1 1
Or,VneN* f, () =|fn () < sup |fu(t)|;donc  sup |fn(t)| =e L.
\/ﬁ ‘ \/H ‘ t€[0;+oo[‘ ( | tG[O;—Q—oo[‘ ( |

Ainsi, sup |fn(t)] - O.
tE[OH-OO[ " n—-+4o0o
On en déduit que (f,,) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0; +o0[.

Donc, d’apreés 1., Z fn ne converge pas uniformément sur [0; +oo.
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EXERCICE 18 analyse

Enoncé exercice 18
On pose : Vn e N* Vz € R, u,(z) =

On considére la série de fonctions Z Uy -
n>1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D 'ensemble des x o cette série converge et S(z) la somme de cette série pour x € D.
2. (a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(b) La fonction S est-elle continue sur D ?

Corrigé exercice 18

1. La série de fonctions étudiée est une série entiére de rayon de convergence R = 1.
En z =1, il y a convergence par le critére spécial des séries alternées.
En & = —1, la série diverge (série harmonique).
On a donc D =]-1,1].
—1)n g
2.(a) Yz € D, up(z) = et
n
1 1 .
lunll = sup |un(z)] = — et Z — diverge.
z€]—1,1] n n>1 n

_1)n
Donc E (=1) 2" ne converge pas normalement sur D.
n
n>=1

-1)" : : .
E ( ) z" ne converge pas uniformément sur D non phlS car, slnon, on pourralt employer le
n
nz1

1
théoréme de la double limite en —1 et cela entrainerait la convergence absurde de la série Z —.
n>1 n
(b) En tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, S est continue sur |—1,1[ . (*)
Pour étudier la continuité en 1, on peut se placer sur [0, 1] .
Yz € [0, 1], la série numérique Z un(z) satisfait le critére spécial des séries alternées ce qui permet de

n>1
majorer son reste.
400 xn—!—l 1
Ona, Va €0,1], k;l up(z)| < Jups1(z)] = n 1 < e (majoration indépendante de x)

1
Et, lim =0
n—+oom + 1

Donc, Z up, converge uniformément sur [0, 1].

n>1
Les fonctions u, étant continues sur [0,1] , la somme S est alors continue sur [0, 1].
Donc, en particulier, S est continue en 1. (*¥*)

Donc, d’aprés (*) et (**), S est continue sur D.
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EXERCICE 19 analyse

Enoncé exercice 19

zn
1. Démontrer que la série Z — est absolument convergente pour tout z € C.
n!

too _n
2. On pose : Vz € C, f(z):Z'z
n=0

Démontrer que V (z,2') € C2, f(z) x f(2') = f (2 + 2’), sans utiliser le fait que f () = e*.

nl -’

3. En déduire que : V2 € C, f(2) #0 et ﬁ = f(-2).

Corrigé exercice 19
1. Pour z = 0, la propriété est immédiate.

2" Unt1(2) ||
Pour z # 0, on pose un(z) = —. On a |—= =
7 P n(2) n! Un(2) n+1
Le critére de d’Alembert assure alors ’absolue convergence voulue.

2. Soit (2,2') € C2.
=X ©= (2™ z
Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, Z ] X Z ] = Z Z o (=)l

n=0
A L~ () oomen _ (22"
Orzld(n—k)!:mZ(k)ZZ =
k=0 k=0
+oo oo _p 400 nn
z z (z+2")
DO“‘?(Zm)X(Zm):Zm-

—-0<1.

C’est-a—ai:r%, on a bieﬁz})(z)f(z’) i:}(z +2').
3. Soit z € C. .
Puisque f(z)f(—z) = f(0) =1, on peut affirmer f(z) # 0 et —— = f(—=2).

f(2)
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EXERCICE 20 analyse

Enoncé exercice 20

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

2. Calculer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

(a)
(b)

Z (n!)2 H2n 1
(2n)!
Z n(*l)’” zn

Corrigé exercice 20

1. Soit E an,z" une série entiére.

Le rayon de convergence R de la série entiére Z a, 2" est Punique élément de R U {400} défini par :
R =sup{r € R*/(a,r") est bornée}.

On peut aussi définir le rayon de convergence de la maniére suivante :

JIR e RT U {+o0} tel que :
i)VzeC, |2| < R= Z an 2" converge absolument.
ii)VzeC, |z| > R= Zanz" diverge.

R est le rayon de convergence de la série entiére E anz™ .

Pour une série entiére de la variable réelle, la définition est identique.

2. (a)

2
Notons R le rayon de convergence de Z E;LT?)' n+l
On pose, Vn € N,V z € C, u,(z) = wz%“.
’ ’ T (2n)!
Pour z =0, Z u,(0) converge.
Pour z # 0, Un+1(2) _ ol |2|2. Donc lim Un+1(2) = ﬁ
Un (2) dn + 2 n—+oo | Up(2) 4

D’aprés la régle de d’Alembert,
Pour |z| < 2, la série numérique Z un(z) converge absolument.

Pour |z| > 2, la série numérique diverge grossiérement.
On en déduit que R=2.

Notons R le rayon de convergence de Z n=h" 2,

Posons, Vn € N, a,, =n(=1".

Ona,VneN,VzeC, |a,2"| < |nz"| et le rayon de convergence de la série entiére Z nz" vaut 1.

Donc R>1. (*)

1 . 1
De méme, Vn € N*, Vz € C, |—2"| < |an2"| et le rayon de convergence de la série Z —2" vaut 1.
n n

n>=1
Donc R <1. (**)

D’apres (*) et (**), R = 1.
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EXERCICE 21 analyse

Enoncé exercice 21

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Soit (an),cy une suite bornée telle que la série Z a, diverge.

Quel est le rayon de convergence de la série entiére E an,z"™ 7 Justifier.

1" 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z (\/ﬁ)( YV n (1 + \f) 27
n
n=1

Corrigé exercice 21
1. Soit Z anz" une série entiére.
Le rayon de convergence R de la série entiére Z anz" est Punique élément de RY U {+o0o} défini par :
R =sup {r € R /(a,r™) est bornée}.
On peut aussi définir le rayon de convergence de la maniére suivante :
JIR e RT U {+o00} tel que :
i)VzeC, |z| < R= Z anz" converge absolument.
ii)VzeC, |2| >R = Zanz” diverge .
R est le rayon de convergence de la série entiére Z anz" .
Pour une série entiére de la variable réelle, la définition est identique.
2. La série numérique Z an,z" diverge pour z = 1.
Donc R<1. (%)

De plus, la suite (a,,) étant bornée donc la suite (a,1™) est bornée.
Donc 1 € {r € R*/(a,r™) est bornée}.
Donc R > 1. (**)

D’aprés (*) et (**), R=1.

_1)" 1
3. Notons R le rayon de convergence de E (\/ﬁ)( Y <1 + f) 2"
n
n>1

On pose, Vn € N*, a,, = (\/ﬁ)(fl)n In (1 + \/175>

1 1
VneN . a, > ——=In(1+—=)=b,.
" ¢ \/ﬁn(+x/ﬁ>

1 1
Orb, ~ —et — di d by, di .
rby ~ e Z . diverge donc Z iverge

n>1 nz=1
Donc, par critére de minoration pour les séries & termes positifs, E ap diverge .  (***)

n>1

1
De plus, Vn € N*, |a,| = a, < v/nln (1—|— \f) <lcarVae[0,4o00f, In(l+2) <.
n

Donc (a,) est bornée. — (¥*¥**)

D’aprés (***) et (****), on peut appliquer 2. et on en déduit que R = 1.
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EXERCICE 22 analyse

Enoncé exercice 22

1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon, la fonction
fioz—h(Q+z)+In(l-22).

1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = 1 Tx= 3 7Tx= —3 7.

Corrigé exercice 22

1. On note R, et Ry les rayons de convergence respectifs de Z anz" et Z bp2".
On note R est le rayon de convergence de la série entiére somme de Z anz" et Z b, 2", c’est- a-dire le

rayon de convergence de la série entiére g (an + bp)2".

On a toujours R > min(R,, Rp).

De plus, si R, # Ry alors R = min(R,, Rp).

Preuve : On suppose par exemple que R, < Ry.

Soit z € C tel que |z| < min(R,, Rp) = Rq.

Comme |z| < R,, alors Z ap 2™ converge absolument.

De méme, comme |z| < Ry, alors Z b,z" converge absolument.

De plus, Vn € N, |(an, + by)2"| < |anz™| + [bpz™]. (*)

Or Z (lanz"| + [bnzn|) converge car somme de deux séries convergentes.
Donc, par critére de majoration pour les séries & termes positifs et en utilisant (*), on en déduit que
Z |(an + b,)z"| converge, c’est-a-dire Z(an + by,)z" converge absolument.
Donc z € Dy(O, R).

On en déduit que R > min(R,, Ry). (**)

On suppose maintenant que R, # R}, c’est-a-dire R, < Ry.

Soit z € C tel que R, < |z] < Ry.
|z] < Ry, donc Z bpz" converge.
|z| > R,, donc Zanz" diverge.
Donc Z(an + by,)2" diverge (somme d’une série convergente et d’une série divergente).
On en déduit que |z| > R.
On a donc prouvé que Vz € C, R, < |2| < Ry= |2| > R.
Donc R < R,.
Cest-a-dire R < min(R,, Rp).  (***)
Donc, d’aprés (**) et (***), R = min(R,, Rp).
too (_1)71,—1

2. Pour |z| <1, In(1+z) = Z —a"
n
n=1
1 +o00o on
Pour |z| < 2 In(1 —2z) = —nz::l "

)nfl _9n

-1
D’aprés 1., le rayon de convergence de Z (
n

n>=1

1
z" vaut —.
2

11
Donc le domaine de validité du développement en série entiére a l’origine de f contient } 55 [ et est

1
t d ——, =
contenu dans { 5 2}
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1
Et, pour |z| < 3 f(z)

= x
n=1 n
1
Pour x = - :
la. série entia Z(—l)"_l— " on <1
a série entiére ™ converge car |—| < —.
n & 2
n>1
1
Pour x = 5 :
- BN (_1)n71 -2" no3: ) At 1 3
la série entiére Z " diverge car elle est la somme d’une série convergente (5 appartient au
n

n>1
)n—l

. . . -1 . . .
disque de convergence de la série entiére E (7:5") et d’une série divergente (série harmonique).

n>1
1
Pour x = —=:
2
(_1)71,—1 _9on
la série entiére g ™ converge comme somme de deux séries convergentes.
n
n>1
En effet : "
; ("t /o1 1 . . AT
D’une part, g — |73 converge car —3 appartient au disque de convergence de la série entiére
n
n>1
-1 n—1
U
n
n>=1

D’autre part,

2" 1\" —-1)"
Z - <—2) = - Z (=1 comverge d’aprés le critére spécial des séries alternées ( la suite (1),en-
n=1 n n>1 n

est bien positive, décroissante et de limite nulle).
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EXERCICE 23 analyse

Enoncé exercice 23

|ant1]

Soit (an),,cy une suite complexe telle que la suite ( o]
an

) admet une limite.
neN

1. Démontrer que les séries entiéres E anx" et E (n+ 1)a,+12™ ont le méme rayon de convergence.

On le note R.
+o00
2. Démontrer que la fonction x — Z a,x"™ est de classe C! sur l'intervalle | — R, R].
n=0

Corrigé exercice 23
1. Pour z # 0, posons u,(x) = anz™ et v,(z) = (n + 1)ap4i12™.

On pose £ = lim M.
n=oo |ap|

On a, alors, lim M

—tfa] et tim et @y
n—oo |up ()] n

=00 |un ()]
On en déduit que le rayon de convergence des deux séries entiéres Z an,z" et Znanac"_l vaut R=1/¢
(avec R = +o00 dans le cas £ =0 et R = 0 dans le cas £ = +00).

2. Soit R le rayon de convergence de Z anz™.

On pose, Vn € NV z € |-R, R[, fn(z) = anz".

Soit r € [0, R[. On pose D, = [—r,7].

i) Z fn converge simplement sur D,.

ii) Vn € N, f, est de classe C! sur D, .

iii) D’apres 1., Z /), est une série entiére de rayon de convergence R.

Donc, d’aprés le cours, Z f} converge normalement donc uniformément sur tout compact inclus dans
|—R, R[, donc converge uniformément sur D,..

+o00
On en déduit que Vr € [0,R[, S : z — Z anx™ est de classe C! sur D,.

n=0

Donc, S est de classe C! sur |- R, R].
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EXERCICE 24 analyse

Enoncé exercice 24
x'ﬂ
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z (2—

n

)

+oo s

On pose S(z) = Z )l
n=0
2. Donner le développement en série entiére en 0 de la fonction x +— ch(x) et précisez le rayon de convergence.
3. (a) Déterminer S(z).

(b) On considére la fonction f définie sur R par :

f(0)=1, f(x)=chyx pour x>0, f(x)=cosy/—z pourz <0 .

Démontrer que f est de classe C*° sur R.

Corrigé exercice 24

n

1. Pour x # 0, posons u,, = (21:”)'
lim Untl| _ lim [ =
n—+oo | Up n—+oo (2n +2)(2n + 1)

x
On en déduit que la série entiére Z W converge pour tout z € R et donc R = +o0.
n)!

too  on
2. Vz € R, ch(z) = Z (;n)' et le rayon de convergence du développement en série entiére de ch est égal &
=0 :
+o0. "
too " too $2n
3. (a) Pour x > 0, on peut écrire x = 2 et alors S(z) = Z )] = o = ch(t) = chy/z.
n=0 n) n=0 ( n)
too " +oo (_1)nt2n
Pour z < 0, on peut écrire z = —t2 et alors S(z) = Z @] = Z T = cos(t) = cos v —.

n=0 n=0
(b) La fonction f n’est autre que la fonction S.
S est de classe C*° sur R car développable en série entiére a ’origine avec un rayon de convergence égal
a 4o00.
Donc f est de classe C*° sur R.
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EXERCICE 25 analyse

Enoncé exercice 25

1
1. Démontrer que, pour tout entier n, la fonction ¢t — ——————— est intégrable sur [0, +oof.
que, p T g [0, +o0]
+oo dt
2. = ————— . Calcul li .
On pose u, /o T e Calculer Lm U

Corrigé exercice 25
1. fo:t— T3 2 1ot est définie elt continue par morceaux sur [0, +00|.

1 1
Or ¢(t) fodir) et t — e est intégrable sur [1, +oo[, donc ¢ est intégrable sur [1, +oo.

Donc, par critére de majoration pour les fonctions positives, f,, est intégrable sur [1, +ool.
Or f,, est continue sur [0, 1] donc f,, est intégrable sur [0, +oo].

2. i) La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par :

ft) = 1 S,
D7 g sie=
0 site]l,+oo

ii) Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur [0, 400/
iii) Vt € [0, +o0], | fn(t)| < @(t) avec ¢ intégrable sur [0, +oo].

+oo —+oo
Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée, lim wu, = lim fa(t)dt = / f(t)dt.
0

li
n—-+oo n—-+4oo 0

Heo bode T
i

Donc, lim wu, = —
n—-+4oo 4
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EXERCICE 26 analyse

Enoncé exercice 26
+o00 1
Pour tout n > 1, on pose I,, = ——dt.
=z p n /0 (1 +t2)n
1. Justifier que I,, est bien définie.
2. Etudier la monotonie de la suite (In),en- €t déterminer sa limite.

3. La série Z(—l)”]n est-elle convergente ?
n>1

Corrigé exercice 26
1
(1+)"
1. Vn € N*| f,, est continue sur [0, +00[.
De plus, |fn(t)]

Posons : Vn € N*, V¢ € [0, 400, fo(t) =

oo 120
1
Orn > 1, alors t — on est intégrable sur [1, +oo[.

Donc, par régle d’équivalence pour les fonctions positives, f,, est intégrable sur [1,+oo] .
Or f,, est continue sur[0, 1], donc f,, est intégrable sur [0, +o0|.

2. Vt € [0,+o0], car 1 +¢2 > 1.

1 1
<
(1 + t2)n+1 = (]_ + t2)n
Donc en intégrant, Vn € N*, I, 11 < I,.
Donc (I,,),,cn- €st décroissante.

Remarque : (I,,),cy- est décroissante et clairement positive ce qui nous assure la convergence de la suite
(In)nGN* '

Déterminons la limite de la suite (I,,),, o -

i) Vn € N*, f,, est continue par morceaux sur [0, +0o0].

ii) La suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement sur [0, +o0o[ vers la fonction f définie sur [0; +-o00[ par :
f(0)=1et Va €]0,+00[, f(z) =0.

De plus, f est continue par morceaux sur [0, +oo].

1
ili) Vt € [0, +oo[,Vn € N*, |u, ()] < o= ©(t) avec p intégrable sur [0, o0l

1
En effet, ¢(t) fodi et t — — est intégrable sur [1, +oo[, donc ¢ est intégrable sur [1, +ool.
Or ¢ est continue sur [0, 1], donc ¢ est intégrable sur [0, +00[.

Donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée,

+o0 +oo
lim I, = lim fa(t)dt = / f(t)dt =0.
0

n—-+oo n—-+oo 0

3. D’aprés les questions précédentes, la suite (I,,),, oy~ est positive, décroissante et converge vers 0.
Donc, par application du théoréme spécial des séries alternées, on peut affirmer la convergence de la série

> (=D)L,

n>1
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EXERCICE 27 analyse

Enoncé exercice 27
e 1
¥V n € N*, on pose r)=——+— et = ) dz.
p fn( ) 1+ n2z2 Unp /0 fn( )

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn),,cx- sur [0,1].

2. Soit a € ]0;1[. La suite de fonctions (fy,),cy- converge-t-elle uniformément sur [a; 1] ?
3. La suite de fonctions (fy,),cy- converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?
4

. Trouver la limite de la suite (), cy- -

Corrigé exercice 27

1. Soit z € [0, 1].
Siz=0, f,(0) = 1.

—
Si 2 €0, 1], pour n au voisinage de +oo, fy,(z) ¢ —, donc lim f,(z) = 0.

~ —
+oo T2 N n——+oo

On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f définie par :

f(a:){ 0 size€]0,1]

1 siz=0
2. Soit a € ]0;1].
VneN", Vzelall, |fulz) = f(z)| = fulz) < 157;%2 (majoration indépendante de z).
o—a
Donc t:}il?l]‘fn(t) - f(t)| < m'
Or nll)rfoo %n(;a? =0, donc ngr}rloo t:}i?l”fn(t) —f®)]=0

On en déduit que (fy), ey~ converge uniformément vers f sur [a, 1].

3. Les fonctions f, étant continues sur [0, 1] et la limite simple f ne I’étant pas, on peut assurer qu'’il n’y a pas

convergence uniforme sur [0, 1].

4. i) Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur [0, 1].
ii) (fn) converge simplement vers f sur [0, 1], continue par morceaux sur [0, 1] .

iii) De plus, Vz € [0,1], |fn(z)] < e % < 1= ¢(z) avec ¢ : [0,1] — RT continue par morceaux et intégrable

sur [0,1] .
D’aprés le théoréme de convergence dominée, on peut donc affirmer que :

lim w, = lim /1 fn(an)dac=/1 flx)dx = 0.
0 0

n——+oo n—-+oo
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EXERCICE 28 analyse

Enoncé exercice 28

N.B : les deux questions sont indépendantes.

1. La fonction x — est-elle intégrable sur |2, 4+o00[?

671;
vz —4
2. Soit @ un réel strictement positif.

1
La fonction x — % est-elle intégrable sur |0, 4o00[?

£/ _|_:L-2a

Corrigé exercice 28
e—:c
Va2 —4

f est continue sur ]2, +o0[.

1. Soit f:x+—>

e " e 2 1
f(@#)= ——m—/———~ — X ———.
(z—2)(xz+2) 2 2 (x—2)2
1 1
Or z — W est intégrable sur |2, 3] (fonction de Riemann intégrable sur |2, 3] car 3 < 1).
r—2)2

Donc, par régle d’équivalence pour les fonctions positives, f est intégrable sur |2,3]. (¥*)

e
fla) ~ S =gla) 1

. 2 _ .. _ .
Or mgrfooa: g(x) = 0 donc, au voisinage de +oo, g(x) = 0(x2)'

Comme x — % est intégrable sur [3, 400, on en déduit que g est intégrable sur [3, +ool.
Donc, par réglexd’équivalence pour les fonctions positives, f est intégrable sur [3, +oo[.  (*¥)
D’aprés (*) et (**), f est intégrable sur ]2, +00[.

2. Soit a un réel strictement positif.

|
On pose Vz € ]0,+o0|, f(z) = ne

V14 a2
f est continue sur |0, 4o0].
[f(@)] ~ |Inz] = g(x).
1
Or lim z%g(x) = 0 donc, au voisinage de 0, g(z) = o (1>
x—0 €xr2
1 1
Or & — — est intégrable sur ]0, 1] (fonction de Riemann intégrable sur ]0, 1] car 3 < 1).
T2
Donc g est intégrable sur |0, 1].
Donc, par régle d’équivalence pour les fonctions positives, |f| est intégrable sur |0, 1].
Donc, f est intégrable sur |0,1]  (*)

Inx

~ = h(x).
f@) o 2 = ()
Premier cas : si ¢ > 1.

a —a 1
lim z'2°h(z) = lim 2’2" Inz =0, donc, au voisinage de 400, h(z) = o (1“)
r——+00 r——+00 xr 2

1
Or x — —— est intégrable sur [1, +-00[ (fonction de Riemann intégrable sur [1, 00| car

xr 2
Donc, h est intégrable sur [1, 4o00].
Donc, par régle d’équivalence pour les fonctions positives, f est intégrable sur [1,+oo[.  (*¥).

D’aprés (*) et (**), f est intégrable sur ]0, +o00[.
Deuxiéme cas : sia <1

Ve le +oof, f(z) = x—la
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1
Or x — — mnon intégrable sur [e, +-o0].(fonction de Riemann avec a < 1)
x

Donc, par régle de minoration pour les fonctions positives, f non intégrable sur [e, +oo[

Donc, f non intégrable sur |0, 4o00].
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EXERCICE 29 analyse

Enoncé exercice 29

On pose : Va €]0; +o00[ et Vt € |0; +o00|, f(x,t) =e 1771 .
1. Démontrer que, V x € ]0, +o0[, la fonction ¢t — f(x,t) est intégrable sur ]0; +o0].

—+o0
On pose alors, ¥ z €]0; +o00[, I'(x) = / e it lde.
0
2. Démontrer que, Vx €]0; +oo[, I'(z + 1) = 2T'(x).
3. Démontrer que I est de classe C! sur ]0; +o00o[ et exprimer I'/(z) sous forme d’intégrale.
Corrigé exercice 29

1. Soit x € ]0, +o0].
La fonction t — e '*~! est définie, positive et continue par morceaux sur |0, 4+o0.

fla,t) ~ t*let t—s t* 1l = est intégrable sur ]0,1] (fonction de Riemann avec 1 — z < 1).
t—0

tl—z

Donc, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, t — f(x,t) est intégrable sur ]0,1] . (*)
1
De plus, lim t?f(x,t) =0, donc, pour t au voisinage de +oo, f(x,t) = o(—).
t—+oo t2

1
Or t — — est intégrable sur [1, +oo[ (fonction de Riemann intégrable).
Donc t — f(x,t) est intégrable sur [1,+oo[. (**)
Donc, d’aprés (*) et (**), t — f(z,t) est intégrable sur ]0, +o0].

A A
2. Par intégration par parties / e ittt dt = [—e_ttx]? + x/ e ft* 7l dt.
€

€
On passe ensuite a la limite quand ¢ — 0% et A — +oo pour obtenir la relation demandée.
0
[2 —f(x,t) = In(t)e t= L.

3. 1) Yt €]0,400], la fonction = — f(z,t) est dérivable et V (z,t) € |0, 400 3
x

0
ii) Pour tout > 0, ¢t — —f(x, t) est continue par morceaux sur ]0, +00[.

Ox
0
iii) Pour tout t > 0, = — —f(x, t) est continue sur |0, 400l

x
iv) Pour tout [a,b] C ]0,+oo[ et V (¢, z) € ]0,+o0[ X [a, ] :
of |Intle~tte=! si t€]0,1]

3 (1r1)| < (t) avec o(t) :{ [Intle "1 si € [1, 400

avec @ continue par morceaux et intégrable sur |0, +ool.
En effet :

a a
1—— —
~ a—1 = 1 2 =1 2 =
o(t) o | Int|t v1(t) et tli%it w1(t) tlg)r(l)t |[Int| = 0.

1
Donc, au voisinage de 0%, ¢1(t) = o a
)
Or t — — est intégrable sur ]0, 1[(fonction de Riemann avec 1 — g <1).
t 2
Donc, ¢; est intégrable sur ]0, 1].
Donc, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, ¢ est intégrable sur ]0,1[.  (*)

s 2 —
Donc ¢ est intégrable sur [1,+oo[.  (¥¥)
D’aprés (*) et (**), ¢ est intégrable sur |0, +o00].

D’oti, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres, I' est de classe C! sur ]0, +o0.

+oo
De plus, ¥ € 0, +ocl, I'(z) = [ n(tje et
0
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EXERCICE 30 analyse

Enoncé exercice 30
1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
+oo
2. Démontrer que la fonction f : z +—— / e cos (xt) dt est de classe C! sur R.

0
3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.

(b) Résoudre (F) .

Corrigé exercice 30

1. Soit u : (z,t) — u(x,t) une fonction définie de X x I vers C, avec X et I intervalles contenant au moins
deux points de R.
On suppose que :
i) Ve € X, t — u(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.
On pose alors Vz € X, f(x) = [, u(z,t)dt.

. P . (0 L.
ii) u admet une dérivée partielle 5z S X x I vérifiant :
x
Oou .
-Vze X, t— 8—(;5, t) est continue par morceaux sur I.
x
Ju .
-Vitel,z— a—(x,t) est continue sur X.
x

- il existe ¢ : I — R™ continue par morceaux et intégrable sur I vérifiant : V(z,t) € X x I,

ox

3“<z,t>' <ol).

0
Alors la fonction f est de classe C! sur X et Vo € X, f/(x) = a—u(x,t) dt.
%

2. On pose V (z,t) € R x [0, 400, u(z,t) = e~ cos(t).
i) Vo e R, t — u(z,t) est continue sur [0, +o0l.
De plus, V2 € R, |u(z, )] <e t.

1
Or lim t2e " = 0, donc, au voisinage de +o0, e =0 <)
t—+oco 12
Donc, t — u(z,t) est intégrable sur [0, +00[.

ii) V (z,t) € R x [0, +00], %(w,t) = —te~" sin(at).

ou
-Vz € R, t = —(x,t) est continue par morceaux sur [0, +oo]. .

Ox
0
-Vt € [0,+00], x — a—u(x,t) est continue sur R .
x
0
-V (z,t) € R x [0, +00], a—u(x, )| < te=t’ = ©(t) avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur [0, +o0].
x

1
En effet, , ligl t2¢(t) = 0 donc, au voisinage de +o00, p(t) = o(t—Q).
— 400

On en déduit que ¢ est intégrable sur [1, +o00o[ et comme elle est continue sur [0, 1[, alors ¢ est bien
intégrable sur [0, +-o00[.

Donc f est de classe C* sur R et :

o0 R
Vo eR, f'(x) :/ —te™" sin(xt)dt
0

+o00
3.(a) Ona,Vz eR, f'(z) = / —te~ " sin(at) dt.
0
Procédons & une intégration par parties. Soit A > 0.

A

A A
1
/ —te " sin(zt) dt = [e_tz sin(gct)] - / Lot? cos(xt) dt
0 2 0 2

0
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En passant a la limite quand A — 400, on obtient f'(z) + gf(a:) =0.
Donc f est solution de 1’équation différentielle (E) : 3y + gy =0.

1,2

(b) Les solutions de (E) sont les fonctions y définies par y(z) = Ae 4 avec A€R.
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EXERCICE 31 analyse

Enoncé exercice 31

1. Déterminer une primitive de z — cos? z.

3

2. Résoudre sur R Péquation différentielle : i +y = cos® x en utilisant la méthode de variation des constantes.

Corrigé exercice 31

1
1. En linéarisant cos? z, on obtient cos* z = 3 (cos(4z) 4+ 4 cos(2x) + 3).
1 1 3
Donce, © — 3 sin(4x) + 1 sin(2z) + 3% est une primitive de x — cos* z.
2. Notons (E) I’équation différentielle y” + y = cos® x .

C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Les solutions de ’équation homogéne associée sont les fonctions y définies par : y(x) = Acosz + psinz.

Par la méthode de variation des constantes,
on cherche une solution particuliére de (E) de la forme y,(z) = A(z) cosx + p(x) sinz avec A, u fonctions

N(z)cosz + p/(x)sinz =0 N(x) = —sinzcos® x
dérivables vérifiant : , le .
=N (x)sinx + p'(z) cosz = cos® W (z) = cos* x
1
A(w) = ~ cos* x convient.
4 1 1 3
D’apres la question 1., u(x) = 2 sin(4z) + 1 sin(2z) + 3% convient.
1 . 1 1. 3 :
On en déduit que la fonction y, définie par y,(z) = 1 cos’ z + (32 sin(4x) + 1 sin(2x) + 81’) sinz est une

solution particuliére de (E).

Finalement, les solutions de ’équation (E) sont les fonctions y définies par :
y(x) = Acosz + psinx + y,(z), avec (A, u) € R2
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EXERCICE 32 analyse

Enoncé exercice 32

Soit I’équation différentielle : x(xz — 1)y” + 3zy’ + y = 0.
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére a l'origine.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de z(x — 1)y” 4+ 32y’ + y = 0 sur ]0; 1 sont développables en série entiére &
lorigine ?
Corrigé exercice 32

1. Soit Z a,x" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme S.
Pour tout = € |—R, R|,

“+o00 —+oo +oo +oo
S(x) = Z apx™, S'(z) = Z napz™ et 8" (x) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z (n+ Dnay 2"t
n=0 n=1 n=2 n=1
+o00
Donc z(z — 1)S"(z) + 325" (z) + S(z) = Z (n+1)%a, —n(n+1)an41) 2™
n=0

Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, la fonction S est solution sur |—R, R[ de
l’équation étudiée si, et seulement si, Vn € N, nay11 = (n + 1)a,.

Ce qui revient & : Vn € N, a,, = nay.

Le rayon de convergence de la série entiére ch" étant égal a 1, on peut affirmer que les fonctions
développables en série entiére solutions de I’équation sont les fonctions :

+oo
d 1
T ap ch" =ar (1 — :r> = (1(113;)2 définies sur |—1, 1], avec a; € R.
2. Notons (F) léquation z(x — 1)y"” + 3zy’ +y = 0.
Prouvons que les solutions de (F) sur ]0; 1[ ne sont pas toutes développables en série entiére a 'origine.
Raisonnons par ’absurde.
Si toutes les solutions de (E) sur |0; 1] étaient développables en série entiére a lorigine alors, d’aprés 1.,
P’ensemble des solutions de (E) sur ]0; 1] serait égal a la droite vectorielle Vect(f) ou f est la fonction
définie par Vx € 10; 1], f(z) =

n=0

1—x)?
Or, d’aprés le cours, comme les(foncti)ons x+— x(x—1), z —> 3z et © — 1 sont continues sur |0; 1] et que
la fonction z — z(z — 1) ne s’annule pas sur ]0; 1], ensemble des solutions de (E) sur ]0;1[ est un plan
vectoriel.
D’ou I'absurdité.
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EXERCICE 33 analyse

Enoncé exercice 33
zy

On pose f (z,y) = ———

1. Démontrer que f est continue sur R2.

et f(0,0)=0.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.
3. f est-elle de classe C'! sur R? ? Justifier.

Corrigé exercice 33

1. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I'ouvert R?\ {(0,0)}.
On considére la norme euclidienne sur R? définie par V (z,y) € R?, ||(z,y)|]2 = /22 + 2.
OnaV(z,y) € R?, |2] < [|(z,)ll2 et [y <|(z,y)ll2.
On en déduit que ¥ (z,y) € R?\ {(0,0)},

) — 70,0 = AL @Dy g,

M@yl T @)l (2.9)—+(0,0)
On en déduit que f est continue en (0, 0).

Ainsi f est continue sur R?.

2. Par opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles, f admet des dérivées partielles en tout
point de I'ouvert R?\ {(0,0)}.
En (0,0) :

}iH[l) n (f(t,0) — £(0,0)) =0, donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport & sa premiére variable
e

af B

1
De méme, }iné n (f(0,t) — £(0,0)) =0 . Donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport a sa
—

9]
seconde variable et —f((), 0)=0.

y

0 0
3. D’aprés le cours, f est de classe C'! sur R? si et seulement si a—f et a—f existent et sont continues sur R2.
T Y
of y®
Or, Y(z,y) € R*\ {(0,0)}, %(x,y) =3
(ﬂc1 +y?)?

On remarque que Vz > 0, 8—‘/:(:1:,:1:) =

Ox 2V2
1 af

. Of B
Donc, $£rg+ %(x,x) RN %(0,0).

0
On en déduit que of n’est pas continue en (0,0).

ox

Donc f n’est pas de classe C* sur R?.
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EX

ERCICE 34 analyse

Enoncé exercice 34

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé E.

[N

. Rappeler la définition d’un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de boules.

. Démontrer que : x € A <= 3(2,,)nen telle que, Vn € Nz, € Aet lim z, = z.

n—-+oo

. Démontrer que si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de E.

. Démontrer que, si A est convexe alors A est convexe.

Corrigé exercice 34

1

. Soit A une partie non vide de E.
V(a) désigne I'ensemble des voisinages de a.
Vr >0, Bo(a,r) désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r.

Soit a € A.

a€A < VVeVi), VNA#D.
Ou encore :

a€A < Vr>0, Bo(a,r)NA#.

. Soit z € A.
Prouvons que 3(z, )nen telle que, VR €N, 2, € Aet lim =z, =x.

n—-+00
Par hypothése, VV € V(a), VN A # 0.
1
Donc Vn € N*, Bo(z, —) N A # 0.
n

1
C’est-a-dire Vn € N*, Jx,, € Bo(x,—) N A.
n
On fixe alors, pour tout entier naturel n non nul, un tel z,,.
1
Ainsi, la suite (z,,)nen+ est une suite a valeurs dans A et Vn € N*| ||z, — z|| < —.
n

C’est-a-dire la suite (x,)nen+ converge vers .

Soit « € E. On suppose que 3(zy,)nen telle que Vn € N, z,, € Aet lim =z, =z.

n—-+oo
Prouvons que z € A.
Soit V € V(z). Alors, 3& > 0 tel que By(z,e) C V.
On fixe un tel € strictement positif.
lim z, =2z doncIN e€NtelqueVn e N, n > N = ||z, — z|| < e.

n—-+oo
On fixe un tel entier N.

Donc, comme (z,,) est a valeurs dans A, on en déduit que Vn € N, n > N = z,, € By(z,e) N A.

Or Bo(z,e) CV,donc Vn € N, n > N =z, € VN A, c'est-a-dire VN A # 0.
On peut en conclure que = € A.

.ACEetOgecAcarOpc Aet AC A.
Soit (z,y) € ([1)2 et A e K.

D’aprés 1., 1l existe deux suites (z,,) et (y,) d’éléments de A convergeant respectivement vers z et y.

On a alors lim z, + Ay, =z + \y.
n—+oo

Or A est un sous-espace vectoriel de E et ¥n € N, (x,,,y,) € A% , donc z,, + My, € A.
On en déduit que la suite (zn, + Ayn) est & valeurs dans A et converge vers z + Ay.
On a bien = + Ay € A.

. On suppose que A partie non vide et convexe de E. Prouvons que A est convexe.
Soit (z,y) € (2)2. Soit ¢ € [0, 1].
Prouvons que z = tx + (1 — t)y € A.

x € A, donc il existe une suite (z,,) & valeurs dans A telle que lilf Ty = .
n—-+0o0

y € A, donc il existe une suite (y,) & valeurs dans A telle que lirf Yn = Y.
n—-+oo
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On pose Vn € N, z,, = txy, + (1 — t)yp.
VneN, x, € A, y, € A et A est convexe, donc z, € A. De plus lir_irrl Zn = 2.
o

n—

Donc z est limite d’une suite & valeurs dans A, c’est-a-dire z € A.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 41


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2015, CCP-MP Mise a jour : 26/08/14

EXERCICE 35 analyse

Enoncé exercice 35

FE et F désignent deux espaces vectoriels normeés.

1. Soient f une application de E dans F' et a un point de E.
On considére les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.

P2. Pour toute suite (z,) d’éléments de E telle que lim x, = a, alors
n—-+o0o

limoof(xn) = f(a).

n—+

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense d’un sous-espace vectoriel normé F, et soient f et g deux applications continues de
FE dans F, F' désignant un espace vectoriel normé.
Démontrer que si, pour tout x € A, f(x) = g(x), alors f = g.

Corrigé exercice 35

1. Prouvons que P1. = P2..
Supposons f continue en a.
Soit () une suite d’éléments de E convergeant vers a. Prouvons que lirf f(zn) = f(a).
n—-+0o0

Soit € > 0.

Par continuité de f ena, 3o >0/ Vo € E, ||z —a|| < a = ||f(z) — f(a)]| <e. (¥)
On fixe un tel « strictement positif.

Par convergence de (x,) versa, IN € N / Yne Nyn > N = ||z, —a|| < a.

On fixe un N convenable.

Alors, d’aprés (*), Vn e Nyn > N = || f(z,) — f(a)]] <
On peut donc conclure que ngrfw flzn) = f(a).

o

Prouvons que P2. = P1..

Supposons P2. vraie.

Raisonnons par ’absurde en supposant que f non continue en a.

Cest-a-dire 3¢ >0 /Va > 0,3z € F tel que ||z —a|| < a et ||f(z) — f(a)|| > e.
On fixe un tel € strictement positif.

1 1
Alors, Vn € N*| en prenant @ = —, il existe x,, € E tel que ||z, —a|| < — et ||f(zn) — f(a)|]| > e. (¥)
n n

Comme Vn € N*, ||z, —a|| < l, la suite (x,)nen+ ainsi construite converge vers a.
Done, d’aprés 'hypotheése, la suite (f(z,,))nen- converge vers f(a).

Donc 3N e N*tel que Vn e N, n > N = ||f(z,) — f(a)|] < %

Ainsi, on obtient une contradiction avec (*).

2. Soit x € E.
Puisque la partie A est dense dans FE, il existe une suite (z,) d’éléments de A telle que lim =z, = x.
oo

n—-+4
On a alors : Vn € N, f(z,) = g(x,).
Et en passant a la limite, sachant que f et g sont continues sur E, on obtient f(x) = g(x).
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EXERCICE 36 analyse

Enoncé exercice 36
Soient E, F' deux espaces vectoriels normés sur le corps R.

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F', alors les propriétés suivantes sont deux a
deux équivalentes :
P1. f est continue sur E.
P2. f est continue en 0.
P3. 3k > 0 tel que Yz € E, || f(x)| < K|z

2. Soit E lespace vectoriel des applications continues de [0;1] dans R muni de la norme définie par :

1
I/l = sup |f(x)| . On considére 'application ¢ de E dans R définie par : ¢(f) = / f)de.
z€[0;1] 0

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

Corrigé exercice 36
1. P1 = P2 de maniére évidente.

Prouvons que P2 = P3.

Supposons f continue en Og.

Pour e =1 >0, il existe a > 0 tel que Yz € E, ||z — 0g|| < a = | f(z) — f(0g)| < 1.
Soit x € E

Six # 0g, posons y = —x. Puisque |ly|]| = «, on a || f(y)| < 1.

|| I
1
Donc, par linéarité de f on obtient || f(z)| < — ||z]|.
et

Si z = Og l'inégalité précédente est encore vérifiée.
1

En prenant alors k = —, on obtient le résultat voulu.
e

Prouvons que P3 = P1.

Supposons que 3k > 0 tel que Vz € E, || f(z)|| < k=] -

Comme f est lincaire, ¥(z,y) € B2, | f(y) — f(2)] = I/ (y — )| < & |y — z].
La fonction f est alors lipschitzienne, donc continue sur F.

2. L’application ¢ est une forme linéaire par linéarité de l'intégrale et continue car :

VfeE, lo(f —|/f )t /\f (1) dt < /HfII—IIfII
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EXERCICE 37 analyse

Enoncé exercice 37

On note F D'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R.

On pose, ¥ € B, Noo(f) = sup [(a)] et Na(s / f(@)lde.

1. (a)
(b)
()

z€[0;1
Démontrer que N, et N1 sont deux normes sur E.
Démontrer qu’il existe k > 0 tel que, pour tout f de E, N1(f) < kN (f).

Démontrer que tout ouvert pour la norme Ny est un ouvert pour la norme Ng.

2. Démontrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

Corrigé exercice 37

1. (a)

Prouvons que N, est une norme sur E.

V f € E, | f| est positive et continue sur le segment [0, 1] donc f est bornée et donc Noo(f) existe et est
positive.

i) Soit f € E telle que N (f) = 0.

Alors, V't € [0,1], | f(t)] =0, donc f = 0.

ii) Soit A € R. Soit f € E.

Si A =0 alors Noo(Af) =0 = |A|Nx(f).
SiA#0:

Vi e 0,1, MO = )] < A Noo (f)-
Donc Noo(Af) < |/\\N (fH. @

Ve 0,1, 1£(1)] = A ()] < — Nao(Af).

Al R

Donc Noo(f) < Ti\| Noo(Af).

Clest-a-dire, [A|Noo(f) < Noo(Af).  (2)

Donc, d’apres (1) et (2), Noo(Af) = |A|Noo(f)-

iii) Soit (f,g) € E2.

Vi e [0,1LI(f + )] < [f(BO] +19()] < Noo(f) + Neo(9)-
Donc Noo(f + 9) < Noo(f) + Noo(9)-

On en déduit que N, est une norme.

Prouvons que Nj est une norme sur E.

YV f € E, |f| est continue et positive sur [0, 1] donc Ny (f) existe et est positive.
i) Soit f € E telle que Ny(f) = 0.

Or | f] est continue et positive sur [0, 1], donc |f]| est nulle.

C’est-a-dire f = 0.

ii) Soit A E R. Soit f € E.

/\Af )t = |/\ (0)ldt =NV (5)

iii) Soit (f, g) € E2.
Vitel0,1], |(f+9)@®)| <|f(@)]+ |g(t)|. Donc, par linéarité de Uintégrale, N1(f + g) < N1(f) + N1(g).

On en déduit que N7 est une norme sur F.
1 1
k =1 convient car, V f € E, / |f(z)| de < / Noo(f)dz = Noo(f)-
0 0

L’application identité de E, muni de la norme N, vers E, muni de la norme Ny, est continue car
linéaire et vérifiant V f € E, N1(f) < kN (f).

L’image réciproque d’un ouvert par une application continue étant un ouvert, on en déduit que :

un ouvert pour la norme Ny est un ouvert pour la norme Ng.

On peut aussi raisonner de fagon plus élémentaire par inclusion de boules et retour & la définition d’un
ouvert.
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1 Noo(fn
2. Pour f,(xz) =2",ona N, (f,) = —— et Noo(fn) = 1, donc "EI_EOO N1(<}f)) = +00.

Donc ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.
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EXERCICE 38 analyse

Enoncé exercice 38

On note R[X] I'espace Vectorlel des polynomes a coefficients réels.

VP € E, on pose Ni(P Z|az| et Noo(P) = max|az|0uP ZaZXZ avec n > deg P.
=0
1. (a) Démontrer que N1 et Ny sont des normes sur R[X].

(b) Démontrer que tout ouvert pour la norme N, est un ouvert pour la norme Nj.

(c) Démontrer que les normes Nj et N, ne sont pas équivalentes.

2. On note Ry [X] le sous-espace vectoriel de R[X] constitué par les polynomes de degré inférieur ou égal a k.

On note N la restriction de Ny & Ri[X] et N’ la restriction de N, & Ry [X].
Les normes Nj et N/ sont-elles équivalentes ?

Corrigé exercice 38

1. (a) On pose E = R[X].
Par définition, VP € E, Ni(P) > 0 et Noo(P) > 0.

Prouvons que N7 est une norme sur F.
n

i) Soit P =Y a; X" € E tel que Ny(P) = 0.

=0
Ny(P) = Z|az| =0 et, Vi € [0,n], |a;| = 0, donc, Vi € [0,n], |a;| = 0, c’est-a-dire P = 0.
i=0
i) Soit P =" a,X’ € E. Soit A € R.
=0

P) =" ail =AY las| = [AIN:(P).
=0 =0
iii) Soit (P, Q) € E2.

On con51dere un entier n tel que n > max(deg P, deg Q).

Alors, P = ZaiXi et Q = ZbiXi.

=0 =0
Ainsi, P+ Q = Z(ai +by) X"
=0
Or, Vi € [1,n], |a; + bi] < las] + [bi].
Donc, Ni(P + Q) = Z\al+b| Z|al|+2\b\fN1 )+ N1(Q).

On en déduit que Ny est une norme sur E.

Montrons que N, est une norme sur E.
i) Soit P = Zale € E tel que Noo(P) = 0.
Clest-a~dire Orgax |a;| =0, donc, Vi € [0,n], |a;| = 0.
On en déduit que P=0.
ii) Soit P = Zale eEetAeR

Noo(AP) = OmaX Al fai] = [AINoo (P).

iii) Soit (P,Q) € E2.
On con51dere un entier n tel que n > max(deg P, deg Q).

Alors, P = ZaiXi et Q = ZbiXi.

=0 =0
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Ainsi, P+ Q = ;(ai +b;)X" et Noo(P+Q) = olélzé(n'ai + bil.
Or, Vi € [0,n], |a; 4 bi| < |ai| + [bi] < Noo(P) + Noo(Q).

Donc, Noo(P + Q) < Noo(P) + N (Q)-
On en déduit que N, est une norme.

L’application identité de R [X], muni de la norme Nj, vers R [X], muni de la norme N, est continue
car linéaire et vérifiant, VP € R [X], Noo(P) < N1(P).

L’image réciproque d’un ouvert par une application continue étant un ouvert, on en déduit qu’un ouvert
pour la norme N, est un ouvert pour la norme Nj.

On peut aussi raisonner, de facon plus élémentaire, par inclusion de boules et retour & la définition d’un
ouvert.

Pour P, =1+ X+ X?+---+ X" ona Ni(P,) =n+1et No(P,) = 1.
Ni(P,)

DOHC nglilliloo m = +o0.

On en déduit que les normes N7 et N, ne sont pas équivalentes.

2. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes, en particulier Ni et N/ .
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EXERCICE 39 analyse

Enoncé exercice 39

On note [? I’ensemble des suites 2 = (x,,) de nombres réels telles que la série Z x2 converge.

1.

Démontrer que [? est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites de nombres réels.

2. (a) Démontrez que pour x = (x,,) € [? et y = (y,,) € (2, la série anyn converge.

“+o0
On pose alors (z|y) = Z TnYn-
n=0

(b) Démontrer que I’on définit ainsi un produit scalaire dans I2.

On suppose que [? est muni de ce produit scalaire et de la norme associée.

Soit p € N. Pour tout = = (z,,) € [?, on pose () = x,.

Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de I dans C.

On considére ’ensemble F' des suites réelles presque nulles .( c’est-a-dire 'ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes)

Déterminer F'*. (au sens de (| )).

Comparer F et (Fl)l.

Corrigé exercice 39

1.

La suite nulle appartient a (2.
Soit (z,y) € (12)2 avec ¢ = (zp) et y = (yn). Soit A € R.

Montrons que z = z +y € 2.

Ona z=(z,) avecVn €N, z,, =z, + yn.

VneN, 22 = (z, +yn)? =22 + 92 + 20,y
1

Or, V (a,b) € R%, ab < 3 (a2 —|—b2).

Donc, Vn € N, 22 < 222 + 2y2.

Or in et Z yi convergent donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, Z zi converge.

Donc z € [2.

Montrons que t = Az € [2.

t=(t,) ouVn €N, t, = \x,.

VneN, 2 =\ a2,

Or Z x2 converge donc Z t2 converge.

Donc t € 2.

On en déduit que {2 est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des suites réelles.

.(a) Soit (z,y) € (12)2 avec © = (z,,) et y = (yn).

VneN, |zpynl < % (22 + y2).
Or Zm% et Z y2 convergent donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, anyn
converge absolument, donc converge.

(b) Montrons que ( |) est linéaire par rapport a sa premiére variable.

Soit (x,y,z) € (12)3 avec T = (7,), y = (yn) et z = (2,).
D’aprés les questions 1. et 2.(a), les sommes des séries intervenant ci-dessous existent bien et :

+oo +oo +o00
n=0 n=0 n=0

Dong, (|) est linéaire par rapport a sa premiére variable. (1)

Montrons que ( | ) est symétrique.
Soit (z,y) € (12)2 avec T = (z,,), ¥y = (Yn)-
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On a (zly) = anyn Z?Jnﬂ?n— (y]z).

Done (| ) est symetrlque (2)
D’apreés (1) et (2), (|) est bilinéaire et symétrique. (*)

Montrons que ( | ) est positive.
Soit z € l2 avec & = (zp).

Zx >0carVneN, 22 >0.

Donc (| ) est positive. (*¥*)

Montrons que ( | ) est définie.
Soit = € I avec x = (z,,) telle que (z]z) = 0.

“+oo
Alors Z r? =

n=0
Or,vneN,z2 >0
Donc, Vn € N, x,, =0, c’est-a-dire x = 0.
Donc (|) est définie. (***)

D’aprés (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur I2.
3. Soit (z,y) € 1% ot & = (z,,) et y = (yn). Soit X € R.
On pose z =z + Ay avec z = (zp).
OnaVnéeN, z, =x,+ A\yn.
Ainsi, p(z + \y) = 0(2) = 2, = 7p + Ayp = @(2) + Ap(y).
Donc ¢ est lindaire sur /2. (*)
“+o0

Va=(zn) €12 2,2 <D _ a2, done |ay| < ||a]].
k=0
Done V= (wn) € 2, |(2)] = [ap| < [J2]]  (**)
D’aprés (*) et (**), ¢ est continue sur /2.
4. Analyse :
Soit x = (x,) € F*.
Alors Vy € F, (z|y) = 0.

Soit p € N.

On considére la suite y = (y,,) de F' définie par :
1 sin=p

VneN, yn = { 0 sinon

y € F, donc (z]y) = 0, donc z,, = 0.
On en déduit que, Vp € N, z, = 0.
C’est-a-dire z = 0.

Synthése :
la suite nulle appartient bien a FL.

Conclusion : F+ = {0}.
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EXERCICE 40 analyse

Enoncé exercice 40

Soit A une algébre de dimension finie admettant e pour élément unité et munie d’une norme notée || ||.
On suppose que V(u,v) € A%, ||u.v|| < [|ul].||v]|-

1. Soit w un élément de A tel que |lul| < 1.

(a) Démontrer que la série E u" est convergente.

(b) Démontrer que (e —u) est inversible et que (e — u) Z u”

’II
2. Démontrer que, pour tout u de A, la série Z — converge.
n!

Corrigé exercice 40

1. (a) Soit w un élément de A tel que |lul| < 1.
D’aprés les hypothéses, on a [|u?|| < ||ul|?.
On en déduit, par récurrence, que Vn € N, [Ju™|| < ||ul|".
Puisque ||u|| < 1, la série numérique Z lu||" est convergente et, par comparaison des séries a termes
positifs, on peut affirmer que la série vectorielle Zu" est absolument convergente.

Puisque 'algébre A est de dimension finie, la série Zu” converge.

N
(b) Pour tout N € N, on a (e — u) Zu” =e—uMNT! avec [V < [u M = 0.
n=0
+oo
Donc, en passant a la limite, (e —u) Z u =e.
n=0
De méme, (Zu ) e—u)=e.
Et donc, e — u est inversible avec (e — u) Z u”
u || el [|u |
2. Ona||—| < . De plus, la série exponentielle Z converge.
n! n!

n
Donc, par comparaison des séries & termes positifs, la série vectorielle g — est absolument convergente et
n!

donc convergente, car A est de dimension finie.
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EXERCICE 41 analyse

Enoncé exercice 41

Enoncer quatre théorémes différents ou méthodes permettant de prouver qu’une partie d’un espace vectoriel
normé est fermée et pour chacun d’eux, donner un exemple concret d’utilisation dans R2.

Les théorémes utilisés pourront étre énoncés oralement a travers les exemples choisis.

Remarques

1. On utilisera au moins une fois des suites.
2. On pourra utiliser au plus une fois le passage au complémentaire

3. Ne pas utiliser le fait que R? et I’ensemble vide sont des parties ouvertes et fermées.

Corrigé exercice 41
1. L’image réciproque d’un fermé par une application continue est un fermé.
Exemple : H = {(x,y) ER? /oy = 1} est un fermé de R? car c’est I'image réciproque du fermé {1} de R
par l'application continue f : R? —R
C(zy) P ay

2. Si Fy, Fs,...,F,, sont des fermés d’un espace vectoriel F, alors F} x Fy X ... X F}, est un fermé de E™.

Exemple : R x {0} est un fermé de R? en tant que produit de deux fermés de R.

3. Caractérisation séquentielle des fermés :
Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E.
A est un fermé de E si et seulement si, pour toute suite (z,,) & valeurs dans A telle que

z € A.

lim z, = x, alors
n—-+oo

Exemple : A = {(z,y) € R? /zy > 1} est un fermé.
En effet, soit ((#n,yn)), ey une suite de points de A qui converge vers (z,y).
Vn €N, x,y, > 1, donc, par passage a la limite, zy > 1 donc (z,y) € A.

4. L’intersection de deux fermés d’un espace vectoriel normé E est un fermé de F.

Exemple : A = {(z,y) € R?* /2y > letz > 0}.
On pose Ay = {(z,y) € R? Jay > 1} et Ay = {(x,y) € R? /x> 0}.
D’apreés 3., A; est un fermé.
As est également un fermé.
.. .. ) ) L. ) 2 —R
En effet, Ay est 'image réciproque du fermé [0, +oco[ de R par Papplication continue f : (@y) —

On en déduit que A = A1 N Ay est un fermé de E.
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EXERCICE 42 analyse

Enoncé exercice 42
On considére les deux équations suivantes :
2zy' —3y=0 (H)
2zy’ =3y =z (E)
1. Résoudre I’équation (H) sur Uintervalle |0, 4o00].

2. Résoudre ’équation (E) sur l'intervalle ]0, +oo| puis sur Uintervalle [0, +-00[.

Corrigé exercice 42
1. On trouve comme solution de 1’équation homogene sur ]0, +oo[ la droite vectorielle engendrée par z — z3.

3 3
En effet, une primitive de z — 5, Sur 10, 4+o00[ est z — 3 Inzx.
x

2. On utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une fonction & telle que z —— k(m)x% soit
une solution de 'équation compléte (E) sur ]0, +o0f.

On arrive alors & 2k (z)z2 = /Z et on choisit k(z) = ~ 55
T

1
Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont donc les fonctions z — ka2 — 5\/33 avec k € R.
Si on cherche a prolonger les solutions de (F) sur [0, +o0o[, alors le prolongement par continuité ne pose pas
de probléme en posant f(0) = 0.
f(z) — f(0) 11

P W P

Conclusion : I’ensemble des solutions de 'équation différentielle 22y’ — 3y = v/x sur [0, +00[ est 'ensemble
vide.

Par contre, aucun prolongement ne sera dérivable en 0 car
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EXERCICE 43 analyse

Enoncé exercice 43

Soit g € R.
On définit la suite (u,) par ug = zg et, ¥n € N, u,41 = Arctan(uy,).

1. (a) Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de xg, le sens de
variation de (uy).

(b) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer I’ensemble des fonctions h continues sur R telles que : Vo € R, h(x) = h(Arctan ).

Corrigé exercice 43

On pose f(z) = Arctan x et g(z) = Arctan x — x.
1. (a) Premier cas : Si u; < ug
Puisque la fonction f : z — Arctan x est strictement croissante sur R alors Arctan(u;) < Arctan(ug)
c’est-a-dire us < ug.
Par récurrence, on prouve que Vn € N, 1,41 < u,. Donc la suite (u,) est décroissante.
Deuxiéme cas : Si u; > ug
Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (u,) est croissante.
Troisiéme cas : Si u; = ug
La suite (u,) est constante.
Pour connaitre les variations de la suite (u,, ), il faut donc déterminer le signe de u; — ug, c’est-a-dire le
signe de Arctan(ug) — ug. On étudie donc le signe de la fonction g.
2
OnaVvVreR¢(x)= 1+7xe et donc Vz € R*, ¢'(z) < 0.
Donc g est strictement décroissante sur R et comme g(0)=0 alors :
vV €]0, 400, g(x) < 0 et Vo € |—00,0[, g(z) > 0.
On a donc trois cas suivant le signe de zg :
- Si kg > 0, la suite(u,,) est décroissante.
- Si zg = 0, la suite (u,) est constante.
- Si zg < 0, la suite(uy,) est croissante.

(b) La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur
g(R) =R.
0 admet donc un unique antécédent par g et, comme g(0) = 0, alors 0 est le seul point fixe de f.
Donc si la suite (u,,) converge, elle converge vers 0, le seul point fixe de f.
Premier cas : Si ug >0
L’intervalle |0, +o00[ étant stable par f, on a par récurrence, Vn € N, u,, > 0. Donc la suite (u,,) est
décroissante et minorée par 0, donc elle converge et ce vers 0, unique point fixe de f.
Deuxiéme cas : Siug <0
Par un raisonnement similaire, on prouve que (u,,) est croissante et majorée par 0, donc elle converge
vers 0.
Troisiéme cas : Si ug =0
La suite (u,) est constante.

Conclusion : YV ug € R, (u,) converge vers 0.

2. Soit h une fonction continue sur R telle que, Vz € R, h(z) = h(Arctan ).
Soit = € R.
Considérons la suite (u,,) définie par ug = = et ¥n € N, u,11 = Arctan(uy,).
On a alors h(x) = h(ug) = h(Arctan(ug)) = h(u1) = h(Arctan(uy)) = h(uz) = .. ..
Par récurrence, on prouve que, ¥n € N, h(z) = h(uy).
De plus nli}r}rloo h(un) = h(0) par convergence de la suite (u,,) vers 0 et par continuité de h.

On obtient ainsi : h(z) = h(0) et donc h est une fonction constante.
Réciproquement, toutes les fonctions constantes conviennent.
Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au probléme.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 53


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2015, CCP-MP Mise a jour : 26/08/14

EXERCICE 44 analyse

Enoncé exercice 44

Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.
1. (a) Rappeler la caractérisation de ’adhérence d’un ensemble & I’aide des suites.
(b) Montrer que A C B= A C B.

2. Montrer que AUB =AUB
Remarque : Une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.

3. (a) Montrer que ANB C ANB.

(b) Montrer a l’aide d’un exemple que l'autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra prendre
E =R).

Corrigé exercice 44

Soit F un espace vectoriel normé. On note A et B deux parties non vides de E.
1. (a) x € A si et seulement si il existe une suite & valeurs dans A qui converge vers .

(b) On suppose A C B. Prouvons que AcCB.
Soit = € A.

11 existe une suite (u,) telle que Vn € N, u, € Aet lim wu, = z.
n—+4o0o

Or AC B, donc, Vn € N, u, € Bet lim u, =z .

n—-+o0o

Donc z € B.

2. D’apreés la question précédente,
ACAUB, donc AC AUB.
BC AUB, donc BC AUB.
Donc AUB C AUB.
Prouvons que AUB C AU B.
Soit x € AU B.

Il existe une suite (u,) telle que, Vn € N, u,, € AUB et lim wu, = z.
n—-+oo

On consideére les ensembles A1 = {n € Ntels queu,, € A} et Ay = {n € Ntels que u,, € B}.
Comme Vn € N, u,, € AU B, A; ou A est de cardinal infini. On peut donc extraire de (u,) une sous-suite
(up(n)) & valeurs dans A ou une sous-suite (u,(,)) & valeurs dans B telle que lim  wuge,) = .

L n—-+4o00
Donc z € AU B.

Remarque :On peut aussi prouver que AU B C AU B sans utiliser les suites :
A et B sont fermés, donc AU B est un fermé contenant AU B. Or AU B est le plus petit fermé contenant
AUB, donc AUB C AUB.
3. (a) D’apres la question 1. ,
ANBC A, donc ANB C A.
ANBC B,donc ANB C B.
Donc ANB C AN B.

Autre méthode : - L

Comme A C Aet BC Balors ANBC AN B. o

Comme A N B est un fermé contenant A N B, alors par minimalité de AN B,ona ANB C ANB.
(b) A=]0,1[ et B =]1,2[.

ANB=0et ANB = {1}.
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EXERCICE 45 analyse

Enoncé Exercice 45

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

1. Soit £ un espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de E.
On note A 'adhérence de A.

(a)
(b)

Donner la caractérisation séquentielle de A.

Prouver que, si A est convexe, alors A est convexe.

2. Soit F un espace vectoriel normé. Soit A une partie non vide de E.
On pose Vz € E, da(z) = in1f4 |z — all.
ac

(a)

Soit z € E. Prouver que da(z) =0 = z € A.

(b) On suppose que A est fermée et que, V(z,y) € E?, Vt € [0,1], da(tx + (1 — t)y) < tda(z) + (1 —t)da(y).

Prouver que A est convexe.

Corrigé Exercice 45

1. (a)

(b)

Soit A une partie d’'un ensemble E.

x € A < il existe une suite (x,) a valeurs dans A telle que lir_irrl Ty = .
n—-+00

On suppose que A est une partie non vide et convexe de E. Prouvons que A est convexe.
. —\ 2 .

Soit (x,y) € (A)". Soit t € [0,1].

Prouvons que z =tz + (1 — t)y € A.

x € A donc, il existe une suite (z,,) & valeurs dans A telle que liIJlrl Ty = X.
n—-+0o0

y € A donc, il existe une suite (y,) a valeurs dans A telle que lirf Yn = Y.
n—-—+oo
On pose : Vn € N, z,, =tz + (1 — t)y,.
vneN, z, € A, y, € Aet Aest convexe, donc z, € A. De plus lim z, = z.
n

—+o0

Donc z est limite d’une suite & valeurs dans A, c’est-a-dire z € A.

Soit A une partie non vide de E. Soit x € E tel que da(z) = 0.
Par définition de la borne inférieure, nous avons : Ve > 0, 3a € A tel que ||z — al| < e.

1
Donc, Vn € N*, pour € = —, il existe a,, € A tel que [z — a,| < L.
n

Alors la suite (a,)nen+ ainsi construite est a valeurs dans A et converge vers z, donc x € A.

On suppose que A est fermée et que, V(z,y) € E2, Vt € [0,1], da(tz + (1 — t)y) < tda(z) + (1 —t)da(y).

Soit (z,y) € (A)>. Soit ¢ € [0, 1].

Prouvons que z =tz + (1 —t)y € A.

Par hypothése, on a d4(z) < tda(z) + (1 —t)da(y). (1)

Orze Aetye A, donc da(z) =da(y) =0 et donc, d’apres (1), da(z) = 0.
Alors, d’aprés 2.(a), z € A. Or A est fermée, donc A = A et donc z € A.
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EXERCICE 46 analyse

Enoncé exercice 46

On considére la série :Z cos (7?\/ n24+n+ 1).

n>1

1
1. Prouver que, au voisinage de +o0o, 7vn2 +n+1=nmw + g + al +0 <2> ol « est un réel que 'on
n n

déterminera.

2. En déduire que Z cos (ﬂ\/ nZ+n-+ 1) converge.

n>1

3. Z cos (7r vn2+n+ 1) converge-t-elle absolument 7

n>1

Corrigé exercice 46

1 1
1. 7r\/n2+n+1:nm/1+—+—.
0 isi de 400, /14 — +1 1+1(1+1) 1+O( 5) =
T VO1S1n — =
, au voisimage de +0o, 2n ) 82

3
Donc, au voisinage de +o0, w\/m =nr+ ~ R °T O( )

8n
2. On pose Vn € N*, v, = cos (mv/n? +n + 1).

3 1 1
D’aprés 1., v, = cos (mr + g + §% + O(nQ)> = (=1)"*lsin (2 + 0(2)>
3m (—1)tHt 1
DOHC Up = g% + O(ﬁ)

(=t . . . 1 .
0) E — d’aprés 1 te écial des sé lterné t E O(—= teé
r " converge (d’aprés le critére spécial des séries alternées) e (n2) converge (par critére

n>1
de domination), donc E Uy, CONVErge.
n>=1

3
3. D’aprés le développement asymptotique du 2., on a |v,| ~ 81
+o0 8n

Or Z diverge (série harmonique), donc Z |v,| diverge, c’est-a~dire > v, ne converge pas absolument.

n>1 n>1
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EXERCICE 47 analyse

Enoncé exercice 47

1. Soit f une fonction continue sur [0, 1].

Il

| =
(3=
K.\_'
N\
3|
N———

BN

(a) Soit n € N*. Quel est le sens géométrique de la somme de Riemann R, (f)
Tllustrer par un dessin soigné.

1
(b) Démontrer, lorsque f est de classe C! sur [0, 1], que 21}_1 R, (f)= / f(z)dx
n oo 0

n

2. Déterminer la limite de la suite (z,,) définie par z, = E ﬁ
n
k=1

Corrigé exercice 47

-1k k
7} x [0, f ()] lorsque k décrit
n

n 'n
{1,...,n} et c’est aussi 'intégrale de la fonction ¢ en escalier définie sur [0, 1] par :

1. (a) R, (f) est exactement la somme des aires des rectangles [

6(1)=f(1) o VEe{l,...n} vxe{knl,k[ ¢(a:):f<k).

n n

Quand n augmente dans N*| cette aire approche de mieux en mieux 'aire sous le graphe de f d’ou
l'idée que lim R, / f(z)dz.
n—-+oo
%

—1
n

(%) dx—z_:/f(x)dx=z_:/ {1(5)- 1@}

k k
(b) On remarque d’abord que ff () = / f (> dzx et ensuite la relation de Chasles donne :
n° \n k n

n

1
Vn € N7, Rn(f)_/o f(z)de =
k=

k
n

/c_l
n

1

Puis :
1 k k n 5 k
N* — dr| < — ) - dr| < — ) - d
Ve N, [ <32 (r(G) @) <X e (3) s @ae 0
Soit n € N*.

f est de classe C! sur [0,1], donc f’ est continue sur le compact [0, 1].

Donc f’ est bornée sur [0, 1]. Posons M = sup |f'(t)].
te[0,1]
Alors, d’apreés I'inégalité des accroissements finis,

Vke{l,...,n},Va € [knlﬂ f(i)—f(w)
C (5@

K
DochkG{l,...,n},/
k—1
nque
/f )d )

1 1
Or lim — =0 donc, d’aprés (2), on a bien démontré que hm R, (f)= / f(z)dx
0

n—+oo n n—-+o0o

Zf( ) oil f(x):?)sz.

dr <

On en déduit d’apres (
Vn € N*¥,

\

M
b

n n

1
N T ey

k13+(ﬁ
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D’aprés la premiére question (de cours), on a

V3

. /1 dx 1/1 dx 1 " (1)
m T, = = — —_—— = —=arctan { — J.
n—r+00 0 3+x2 3, 1+(x>2 V3 V3
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EXERCICE 48 analyse

Enoncé exercice 48

C° ([0,1],R) désigne l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R.

1
Soit f € C° ([0, 1], R) telle que, ¥n € N, / £ F () dt = 0.
0

1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
2. Soit (P,), ¢y une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0, 1] vers f.

(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f), .y converge uniformément sur le segment [0, 1] vers f2.

1 1
(b) Démontrer que / f2(t) dt = lim P, (t)f(t)dt.
0

n—-+o0o 0

1
(c) Calculer /Pn (t) f (¢)dt.
3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0, 1].

Corrigé exercice 48

1. Toute fonction f continue sur un segment [a, b] et & valeurs réelles ou complexes est limite uniforme sur ce
segment d’une suite de fonctions polynomiales.

2. On pose : Vf € (C[0,1],R), Noo(f) = tzl[tpl]\f(t)h

(a) f et P, étant continues sur [0, 1],

vt € [0,1], [Pa(t)f(t) — f2(0)] = [fF (O] Pa(t) — F(D)] < Noo(f)Noo (Pn = f)-
On en déduit que Noo (P f — f2) < Noo(f)Noo (P — f) (1)
Or (P,) converge uniformément vers f sur [0,1] don Er—&I-loo Noo(P, — f) =0.

Done, d’apreés (1), luf Noo(Pof — f2) = 0.
n—-+oo
Donc (P, f),,cy converge uniformément sur [0, 1] vers f2.

(b) D’aprés la question précédente, (P, f), oy converge uniformément sur le segment [0, 1] vers f2.
De plus, Vn € N, P, f est continue sur [0, 1].
Donc, d’aprés le théoréme d’intégratlon d’une limite uniforme de fonctions continues,

1 1
i / Po(t) f(t)dt = / i (P(0) (1)t = / £2(0) dt.

(c) Par linéarité de 'intégrale, on a

1Pt t)dt = (s t* | Ft)dt = (s t* (¢ dt—dn lt’“ t)dt
| Poswa= [ (; )f() -/ (; f()) —;/ F(t)d.

1 1
Or, par hypothése, Vk € N, / th f (t)dt = 0, donc / P,(t)f(t)dt = 0.
0 0

1
3. D’aprés les questions 2.(b) et 2.(c), on a / f2(t) dt = 0.

0
Or f2 est positive et continue sur [0,1], donc f2 est nulle sur [0, 1] et donc f est nulle sur [0, 1].
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EXERCICE 49 analyse

Enoncé exercice 49
—+oo
Soit Z a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = Z |an] -

n=0

1. Enoncer le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle I quelconque pour une série de fonctions

> fn-
2. On pose : Yn € N, V¢ € [0, +o0], fn (t) =

ant™ _,
et

n!
(a) Justifier que la suite (a,) est bornée.

(b) Justifier que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, +oo].

+oo
(¢) Prouver que f :t+— Z fn(t) est continue sur [0, +oo].
n=0

“+oo
3. (a) Justifier que, Vn € N, la fonction g, : t — t"e~" est intégrable sur [0, +oo[ et calculer / thetdt.
0

+o0
En déduire la convergence et la valeur de / |fr (2)] dt.
0

“+o0 +oo a t’n +o0
b) P et dt = n-
(b) Prouver que /0 <Z o C ) ;Z:Oa

n=0

Corrigé exercice 49

1. K désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soit I un intervalle quelconque de R et Y f,, une série de fonctions de I dans K.
On suppose que :

i) Vn € N, f,, est continue par morceaux et intégrable sur I.
+oo

ii) Z fn converge simplement sur I. On note f = Z fn-
n=0
iii) f est continue par morceaux sur I.

iv) Z/ | fn| converge.
I

+o00 +o00
Alors f est intégrable sur I et on a / (Z fn> = Z / fn.
I n=0 n=0 I

n too n
2. Rappelons que, Vz € R, E m—' converge ( E z
n!

n=0

F = eI).

(a) > ay converge absolument, donc converge simplement ; donc la suite (a,,) converge vers 0 et donc elle
est bornée.

—+o0
Autre méthode : On remarque que ¥n € N |a,| < M = Z lan] -
n=0

(b) Soit t € [0, +o0].

" "
Ona:VneN, |f,(t)| <M ot Or la série Z —] converee, donc Z fn(t) converge absolument, donc
converge.
On a donc vérifié la convergence simple de Z fr sur [0, 400].

(c) Soit x € [0,+00[. Vn € N, Vt € [0,], |fn (t)| < M % et Z % converge.

On en déduit que, Yz € [0, +00], Z fn converge normalement, donc uniformément sur [0, x].

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 60


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2015, CCP-MP Mise a jour : 26/08/14

On a donc, Vn € N, f,, est continue sur [0, +o0[ et la série de fonctions Z fn converge uniformément
sur sur tout segment [0, z] (avec x > 0) inclus dans [0, +-o00[.

On en déduit, d’aprés le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions, que f est
continue sur [0, +00[.

Vn € N, g, est continue sur [0, +o0|.
1
De plus, lim t?g,(t) = 0, donc, au voisinage de +00, g,(t) = o ()
t—+oo 12

Or t — 7 est intégrable sur [1,+o00|, donc g, est intégrable sur [1, +oo], donc sur [0, +ocl.

+oo
On pose alors : Vn € N, I, = / gn(t)dt.

0
En effectuant une intégration par parties, on prouve que I,, = nl,_1.
On en déduit par récurrence que I, = nlly = n!.

Alors t — | f,(t)| est intégrable sur [0, +oo] car |f,(t)] = Mgn(t).

n!
e lanl
Et on a | fn(t)|dt = = |an].
0 n.

i) Vn € N, f,, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +00[ d’aprés la question 3.(a)
+oo
i) Z fn converge simplement sur [0, +o00[ et a pour somme f = Z frn d’apres 2.(b).
n=0
iii) f est continue par morceaux sur [0, +oo[ car continue sur [0, +oo[ d’aprés la question 2.(c)
—+o0o

+oo
iv) Z/o | fn ()] dt = Z |an| et > |an| converge par hypothése, donc Z/o | frn ()| dt converge.

Alors, d’aprés le théoréme d’intégration terme & terme pour les séries de fonctions, f est intégrable sur
[0,400[ et on a :

JA PSRRI o) (S oY RS WIS i

n=0
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EXERCICE 50 analyse

Enoncé exercice 50
6721&

—+o0
Soit z € R. On considére la fonction F :z — / dt.
0

T+t
1. Prouver que F est définie et continue sur ]0; +o0[.
2. Prouver que  — xF'(x) admet une limite en +o0o et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oo, de F'(z).

Corrigé exercice 50

0; x |0 —~ R
1. Notons f:{ 103 +oo[>x [0; +oof o2t
(Z‘,t) = T+t

(a) Vx €]0; +o0[, t — f(z,t) est continue sur [0; +o0l.

-2t

(b) Vt € [0; +00[, z — f(z,t) = EH

est continue sur ]0; +ocol.
(c) Soit [a,b] un segment de |0; +o0.

Vo € [a, b, Vi € [0;+0c], |f(28)] <

1 1
—e 2t et p:tr> —e 2! est continue et intégrable sur [0; +ool.
a

12
Donc ¢ est intégrable sur [1, +oo[, donc sur [0; +o0] .

1
: 2 _ _
En effet, ti}inoot ©(t) =0, donc ¢(t) = 5% < )

On en déduit que, d’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres,

—+oo
F:xl—>/
0
T

+oo
2. Vxe]O;—i—oo[,xF(x):/ o

0
Posons V z € ]0; o0, YVt € [0; 400, ha(t) = ;55 72"

i) Va € ]0; +o0], t — hy(t) est continue par morceaux sur [0, +00[.
ii) Vt € [0; +ool, lin he(t) = e 2t
xr—r+00

—2t
e

dt est définie et continue sur |0; +oo].
x

e 2tdt.

iii) La fonction h : t = e~2! est continue par morceaux sur [0; +o0].

iv) Vo €]0; +oo, Vt € [0;4+00[, |he(t)] < e 2! et t — e~2* est continue par morceaux et intégrable sur
[0; +o0l.
Donc, d’aprés I'extension du théoréme de convergence dominée & (hz)re)0;+o0[s
+o0 +oo +oo 1
lim hm(t)dt:/ h(t)dt:/ e 2tdt = 3
0 0

T—r+o0 0

Conclusion : lim zF(z)= 1.
Tr—r+00
} N . _ 1 1
3. D’apreés 2., EEIEOO zF(xz) = 3, donc F(x) Metie 2
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EXERCICE 51 analyse

Enoncé exercice 51

1.

. Donner le développement en série entiére en 0 de ¢t —

. En déduire la valeur de Z

(2n)!
(n)2247(2n + 1)

On se propose de calculer la somme de cette série.

Montrer que la série » converge.

1
——— en précisant le rayon de convergence.
Remarque : dans ’expression du développement, on utilisera la notation factorielle.

En déduire le développement en série entiére en 0 de £ — Arcsinz ainsi que son rayon de convergence.
—+oo
(2n)!
11294 :
‘ (n!)2247(2n + 1)

n=

Corrigé exercice 51

1.

. Prenons z =

. B (2n)!
On pose : Vn € N, u,, = (W22 (20 1 1)
Ona:VneN, u, >0.
Unt1  (Cn+2)2n+1)(2n+1) 1 ..
v N = ~ —. A
"N (n+1)228(2n +3)  4ecd 00

Donc, d’apres la régle de d’Alembert, > u,, converge.

U 1
il 3t
Uy n—+oo 4

. D’aprés le cours, Va € R, u+— (1 + u)® est développable en série entiére en 0 et le rayon de convergence R

de son développement en série entiére vaut 1 si a ¢ N.

+oo _ _
De plus, Vu e -1, 1, (1+u)*=1+ 3 ala—1)..(a—n+1)
n=1

un
n! '

- 1
En particulier, pour a = —5 etu=—t:
—+oo
1 -H(-3)---(—(2n—-1
-1 + Z ( )( ) ( ( )) (_t)n.
V1i—t = 27!

En multipliant numérateur et dénominateur par 2.4....2n = 2"n!, on obtient :

R=1etVte]—1,1],

“+o0
1 (2n)!
vt el —1,1], =1 t"
] [ 1—t * 7; (2nn!)?
+oo
. 1 (2n)!
Conclusion : R=1et Vt €] — 1,1, = t".
] [ V1—t nZ:o (27nl)?

. D’aprés la question précédente, en remarquant que : x €] — 1, 1[< t = 2% € [0, 1] et [0,1[C] — 1, 1], il vient :

+oo
1 2n)!
Vo el —-1,1], Vi—z2 - nZ:o (2(723)2 2*™ avec un rayon de convergence R = 1.
1
Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ avec Arcsin’ : o +—

V1I—z2'

D’aprés le cours sur les séries entiéres, on peut intégrer terme a terme le développement en série entiére de
1
T Wi et le rayon de convergence est conserveé.
—x
De plus, on obtient :
“+o0
: : (2n)! 2n+1
Vo €] — 1,1[, Arcsina = ArcsinQ+ Z ——s avec un rayon de convergence R = 1.
—— =
n=

~ 2nnl)2(2n + 1)

€] — 1, 1] dans le développement précédent.

N |

i . (1 = (2n)! 1
On en déduit que Arcsin 5= ngo 2 (a2 (2n £ 1) 220

+oo
1 2n)!
C’est-a-dire, en remarquant que Arcsin (2) = %, on obtient ngzo (71!)ZQEL’L7E)2714—1) = %
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EXERCICE 52 analyse

Enoncé exercice 52

—_

1. Prouver que Y(z,y) € R?, 22 + 4% — 2y > — (22 +9?).

N}

2. Soient a € Ret f: R? — R
4
Y .
—_ 0,0
(z,y) +— S a2+y?—ay i (@) # (0,0

a si (z,y) = (0,0).

(a) Quel est le domaine de définition de f?
Déterminer o pour que f soit continue sur R2.

(b) Justifier I'existence et calculer ? et ? sur R\ {(0,0)}.
Z Y

(c) Justifier 'existence et donner la valeur de g(o, 0) et g—f(o, 0).
€ Y

(d) f est-elle de classe C* sur R??

Corrigé exercice 52
1. Soit (z,y) € R%. 22 + y? — a2y —
1
Donc 22 + y%2 — zy > §(x2 +9?).

2. (a) Soit (z,y) € R?.
D’aprés ce qui précéde, 22 +y? —xy=0<= 2>+  =0<= 2z =y = 0.
Ainsi, f est définie sur R2.

D’aprés les théorémes généraux, f est continue sur R? \ {(O7 O)}
2y* 2(2” 4+ ¢*)?
D’ s 1'7 ) 070 ) 0 < ) < < .

Ainsi, 0 < f(z,y) < 2(2® +¢?)
(2,y)—(0,0)
Or : f est continue en (0,0) < f(z,y) —  f(0,0) = .
(z,9)—(0,0)

Donc : f est continue en (0,0) <= « = 0.

Conclusion : f est continue sur R? <= a = 0.
(b) D’aprés les théorémes généraux, f est de classe C* sur R?\ {(0,0)}.

of —y*(2z —y) of 2y° — 3wy* + 4a?y’
2 95 _ “r —
V(. y) €RIA{(0.0)} 5, (5.9) @z By (®39) (2% +y2 — ay)?
f(x70)7f(030)7 ai : ai _
(¢) Pour tout = # 0, P =0 — 0, donc B (0,0) existe et B (0,0) =0.
— f(0,0 0 0
Pour tout y # 0, W =y B 0, donc 8—;(0,0) existe et 8—5(0, 0) =0.
R of  of | )

(d) Pour montrer que f est de classe C' sur R?, montrons que P et a—y sont continues sur R*.

Pour cela, il suffit de montrer qu’elles sont continues en (0,0).

V(z,y) € R?\ {(0,0)}, on note r = \/z2 + y2. On a alors |z| < r et |y| < 7.
De plus, (z,y) — (0,0) < r — 0.

D’aprés 1. et 'inégalité triangulaire,

of of ly*(2z — y)| r(2r +r) of
_ZJ < < — E— = — .
ox (LL', y) Ox (07 0)‘ s (1’2 + y2)2 <4 rd 12r r—0 0 Or (07 O)
of of |2° — Bay* + da?y?| 2r5 + 3r5 + 4r° of
'l _ L <4 <4 = — 0= —(0,0).
dy (z,y) Ay (an)‘ (22 + 42)? rd 36r r—0 8y( )
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13} d
Donc a—f et a—f sont continues en (0, 0) et par suite sur R2.
€T Y

Ainsi, f est de classe C! sur R2.
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EXERCICE 53 analyse

Enoncé exercice 53
X

On considére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f,, définie sur R par f,(x) = To it
ntx

1. (a) Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n>1

+oo
On pose alors Vo € R, f(z) = Z fn(x).
n=1

(b) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.
Z fn converge-t-elle normalement sur [a,b] ? sur [a, +o00[?
n>1
(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +-o00[?
n>1
2. Prouver que f est continue sur R*.

3. Déterminer IEIEOO f(z).

Corrigé exercice 53

1. (a) Soit z € R.
Siz =0, alors f,(0) =0 et donc > f,(0) converge.

n>1
. 1
Siz#0, fn(z) foderiech

1 . . . . .
Or > —; est une série de Riemann convergente donc, par critére d’équivalence pour les séries a termes

4
n>1 T

de signe constant, Z fn(x) converge.
n>1
Conclusion : > f, converge simplement sur R.
n>1
(b) Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b.

e Prouvons que E fn converge normalement sur [a, b].
n>1

Vo € [a,b], |fn(z)] < majoration indépendante de x).

nta*
De plus, E —; converge (série de Riemann convergente).
n
n>1

Donc E fn converge normalement sur [a, b].
n>1

e Prouvons que E fn converge normalement sur [a, +00].

n>=1
1 1
Vo € [a,+o0[, | fu(z)] < nfx‘l =i < i3 (majoration indépendante de x).

1 . .
De plus, E —; converge (série de Riemann convergente).
n>1

Donc E fn converge normalement sur [a, +o00].
n>1

(¢) On remarque que f, est continue sur le compact [0, 1], donc f,, est bornée sur [0, 1].

1
De plus, d’aprés 1.(b), Vo € [1, 40|, |fn(2)| < —, donc f,, est bornée sur [1, +ocl.
n
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On en déduit que f,, est bornée sur [0, +oo] et que sup |fn(x)| existe.
z€[0,400[
. 1.1
VneN*,  sup |fu(z)| = fu(=) = .
z€[0,400[ n 2n
1
Or — di érie h i .
Z — diverge (série harmonique)
n>1
Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs, Z sup |fn(x)| diverge.
n>1 z€[0,400[

Donc Z fn me converge pas normalement sur [0, +00[.
n=1
Autre méthode :

- , 1 — 3nz?
Vn € N*, f,, est dérivable sur |0, 4o0[ et Yz € |0, 4+00[, f/(x) =

(1 + n*zt)®

On en déduit que f,, est croissante sur }O } et décroissante sur [ L 4+ [
34n

fn étant positive sur R, on en déduit que fn est bornee

1
Donc  sup |fn(x)| existe et sup |fn(x)] = fn(l—) =——.
[ oo z€[0,+o00[ 3in 4x3in

Or Z diverge (série harmonique), donc Z sup | fn(z)| diverge.

n>1 n>1 z€[0,+00]

Donc E fn ne converge pas normalement sur [0, +00[.
n>=1

2. ¥n € N*, f,, est continue sur ]0, +oo[. (1)

3.

Vn € N*, 1i111 fn(z) = 0 car, au voisinage de 400, f,(x)
r—r+00

1
~/ T o
+oo nizg3

D’aprés 1.(b), > f, converge normalement, donc uniformément, sur [1, +ool.

n>1

Donc, d’aprés le cours, f admet une limite finie en +o00 et

lim f(z) = lim an Zzll)m fn(z)=0.

r——+00 a:—>+<x>

Conclusion : mgrpoof(m) =

CC BY-NC-SA 3.0 FR

Z fn converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a, b] inclus dans |0, +o0[. (2)
n>=1

Donc, d’apreés (1) et (2), f est continue sur ]0, +-o00[.

Comme f est impaire, on en déduit que f est également continue sur |—oo, 0[.
Conclusion : f est continue sur R*.
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EXERCICE 54 analyse

Enoncé Exercice 54

Soit E 'ensemble des suites a valeurs réelles qui convergent vers 0.

1. Prouver que FE est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites & valeurs réelles.

2. On pose VY u = (Un)nen € E, ||u]| = sup |u,]|.
neN

(a) Prouver que || .|| est une norme sur E.

(b) Prouver que Vu = (up)nen € E, Z on +1 converge.
+oo u

(c) On pose alors Vu = (up)nen € E, f(u) = Z Qnil.
n=0

Prouver que f est continue sur E.

Corrigé Exercice 54

1. La suite nulle appartient a F.
Soit (u,v) = ((Un)nen, (Vn)nen) € E?. Soit a € R.
Posons Vn € N, w,, = u,, + av,. Montrons que w € FE.

ué€ Fdonc lim u, =0etve€ FE donc lim v, =0.
n—-+o0o n—-+o0o

On en déduit que lim w, =0, donc w € E.
n—-+oo

On en déduit que E est bien un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des suites a valeurs réelles.

2.(a) Yu = (up)nen € E, ||u|| existe car 1irJIrl u, = 0 donc (uy,) converge et donc elle est bornée.
n—r—+00

[|.|| est & valeurs dans RT.
i) Soit u = (un)nen € E telle que ||u|| = 0.

Alors sup |uy,| = 0 c’est-a-dire Vn € N, u,, = 0.
neN
Donc u = 0.

ii) Soit u = (up)nen € E. Soit A € R.

SiA=0
[[Aul] = [][|u]] = 0.
SiA#0

Vn €N, [Auy| :ll/\\lunl < I/\l\llun\l donc [[Aul| < [A[[[ull. (1)
V€ N, Jun| = [ [IAun| < |51 [Aul] done [[Aul] = AL [[ull. (2)
Drapres (1) et (2), [[Aul| = [All[ul].

iii) Soit (u,v) = ((Un)nen, (Vn)nen) € E>.
Vn € N, [up + vn| < |un| + [va| < [[ul| +[[v]] done [Ju + || < [Jul| + [[v]]-

(b) Soit u = (un)nen € E.

vn €N, |un| HUH donc Vn € N, ‘ HUH

2n+1| ~ 2n+1

1 1 1\"
Or Z = - Z () converge (série géométrique de raison strictement inférieure a 1 en valeur

2nt+l 2
absolue).

2

Un
S | converge.

Donc, par critére de majoration pour les séries & termes positifs, E |

C’est-a-dire, Z

on +1 converge absolument, donc converge.

De plus, |Z 2n+1| < Z 2n+1 = [|ul|.

(c) fest clalrement hnealre.
De plus, d’aprés la questions précédente, Vu = (uy)neny € E, |f(w)| < ||ull-
On en déduit que f est continue sur E.
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EXERCICE 55 analyse

Enoncé exercice 55

Soit a un nombre complexe.
On note F ’ensemble des suites & valeurs complexes telles que :
Vn €N, tnio = 2auns1 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u1) € (C)2.
1. Prouver que FE est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs complexes.
Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.
2. Dans cette question, on considére la suite de F définie par : ug =1 et u; = 1.
Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.

Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Corrigé exercice 55

1. Montrons que FE est un sous-espace-vectoriel de ’ensemble des suites & valeurs complexes.
La suite nulle appartient & E ( obtenue pour (ug,u1) = (0,0)).

Soit u = (uy) et v = (vy,) deux suites de E. Soit A € C.

Montrons que w = u + Av € E.

OnaVneN, w, =u,+ Av,.

Soit n € N.

Wn42 = Up4+2 + A'Un-i-2-

Or (u,v) € E?, donc w42 = 2at, 41 + 4(ia — V)u, + A (2av, 41 + 4(ia — 1)vy,)
c’est-a-dire w2 = 2a (Upt1 + Avpt1) +4(ia — 1) (uy, + Avy,)

ou encore Wyt = 2awWp4+1 + 4(ia — 1)wy,.

Donc w € E.

Donc FE est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs complexes.

On considére I'application ¢ définie par :

~R* — F
v (a,b) — u=(u,)avecVn € N, upta = 2aun11 + 4(ia — 1)u, et (uo, vo) = (a,b)
Par construction, ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, donc E est de dimension finie et
dim F = dimR? = 2.

2. Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
On introduit I'équation caractéristique (E) : r? — 2ar — 4(ia — 1) = 0.
On a deux possibilités :
— si (F) admet deux racines distinctes r1 et ra, alors Vn € N, u,, = ar} + pr
avec («, ) que 'on détermine a partir des conditions initiales.

— si (F) a une unique racine double 7, alors Vn € N, u,, = (an + 8)r"
avec (o, ) que 'on détermine a partir des conditions initiales.
Le discriminant réduit de (E) est A’ = a® + 4ia — 4 = (a + 2i)>.

Premier cas : a = —2i
r = a = —2i est racine double de (F).
Donc, Vn € N, u, = (an + §)(—2i)".

Orupg=1etu; =1,donc1=pet 1= (a+p)(—2i).
On en déduit quea:%—letﬁzl.
Deuxiéme cas : a # —2i

On a deux racines distinctes r1 = 2(a + 1) et ro = —24.

Donc Vn €N, u, = a(2(a+14))" + B (—2i)".

Orupg=1etu; =1,donca+p=1et2(a+1i)a—2i=1.

1+2¢ 20 +2i—1

On en déduit, aprés résolutio e = et B =
n en uit, aprés résolution, que « S+ i 8 St 4i
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EXERCICE 56 analyse

Enoncé exercice 56
2
Todt

On counsideére la fonction H définie sur |1;+oo[ par H(z) = / i
n

x
1. Montrer que H est C! sur |1;+o00] et calculer sa dérivée.

1
2. Montrer que la fonction u définie par u(z) = — —

= admet une limite finie en 2 = 1.
Inz z-1

3. En utilisant la fonction u de la question 2., calculer la limite en 17 de la fonction H.

Corrigé exercice 56
1. Soit z¢ un réel de ]1; +o0l.
"t
Int

Zo

Posons : Va € ]1; +o0[, F(z) =

1
t— i est continue sur ]1; ool
n

Donc, d’apreés le théoréme fondamental, F' est dérivable sur |1; +oo] et ¥V x € |1; +oo|, F'(x) = .
nx

De plus, Vz € |1;+00|, H(z) = F(2?) — F(x) et Vx €]1; 400 on a [z; 2] C]1;+00].
On en déduit que H est dérivable sur |1; +o0].

1 1 z—1

De plus, V 1; H@) =21 — — — = .

e plus, Vx €]1; +o0[, H'(z) = 2z o Inz
On en déduit que H est de classe C! sur |1; 400

2. En posant x =1+ h, u(z) = v(h) avec v(h) = %
Or au voisinage de 0, h — In(1 + h) = $h? + o(h?) donc h — In(1 + h) ~ 3h2.

Et hln(1 + h) > h? donc v(h) ~ 3

Donc i1—>m1 u(z) = }lll_>rnov(h) = 5.

2 2 2
dt

' u(t)dt+/$ —:/x w(®)dt +n(z +1). (1)

3. En utilisant u, on a H(z) = / —

x

Vx € ]1;400[, u est continue sur Uintervalle [z, 2?]. u est continue sur ]1; 40| et admet une limite finie en

1, donc u est prolongeable par continuité en 1.

Notons wu; ce prolongement continu sur [1; 400
2 2

Alors, Vx € ]1; 400], /w u(t)dt = /m ur(t)dt. (2)

* 2
On pose alors V z € [1;+o0[, Ur(z) = /90 uy (t)dt.
Pour les mémes raisons que dans la quewstion 1., U; est dérivable, donc continue, sur [1, +ool.
Donc iﬂ Ui(z) =U1(1) = 0.
2
Donc, d’apreés (2), 311—>m1 /: u(t)dt = il_)ml Ui(z) =0.

On en déduit, d’apres (1), que lim1 H(z)=1n2.
r—

CC BY-NC-SA 3.0 FR

Page 70


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2015, CCP-MP Mise a jour : 26/08/14

EXERCICE 57 analyse

Enoncé exercice 57

1. Soit f une fonction de R? dans R.
(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0, 0).

(b) Donner la définition de " f différentiable en (0,0)".
2 _ .2

xym si(z,y) # (0,0)
0 si (z,y)

2. On considére I'application définie sur R? par f(z,y) =

Il
—~
=

=)

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe C! sur R2.

Corrigé exercice 57

1. (a) f est continue en (0,0)<=Ve >0, Ja > 0/ V(z,y) € R?, ||(z,y)]| < a = |f(z,y) — £(0,0)| < &.
|| || désigne une norme quelconque sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes sur R? (espace de
dimension finie) .
(b) f est différentiable en (0,0) <= 3L € Lc(R2,R)/ au voisinage de (0,0),
f(xy) = £(0,0) + Lz, y) + o([l(z, ) [1)-
Remarque : Comme R? est de dimension finie, si L € £(R? R) alors L € Lc(R?,R).
2. On notera ||.|| la norme euclidienne usuelle sur R
On remarque que ¥ (z,y) € R?, |2 < [[(z,)] et [y < (= )l (¥).
(a) (z,y) = 22 +y? et (z,y) — zy(z? — y?) sont continues sur R?\{(0,0)} et (z,y) — 2% + y? ne s’annule
pas sur R?\{(0,0)} donc, f est continue sur R*\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :
22 _y?

On a, en utilisant (*) et I'inégalité triangulaire, |f(z,y) — f(0,0)| = ‘xyigz

ooz | <zl Jyl < Nz, y)lI.

Donc f est continue en (0, 0).
(b) f est de classe C! sur R? si et seulement si 37 et %z]; existent sur R? et sont continues sur R2.
f admet des dérivées partielles sur R2\{(0,0)} et elles sont continues sur R*\{(0,0)}.
cly + 4z — b Of 25 — 4z%y? — gt

d
De plus, V (z,y) € R? — {(0,0)}, a—i(w,y) = CEESEE et a—y(x, y) = @2+ )2

(**)

Existence des dérivées partielles en (0,0) :
Ve R, Mg(o,o) =0, donc liin Mg(o,o) = 0; donc 8—(0,0) existe et %(070) =0.
x

T— 0 T ox

De méme, Vy € R*, w =0, donc lim w = 0; donc %(0,0) existe et 2—5(0,0) =0.

y—0

Continuité des dérivées partielles en (0,0) :
Daprés (*) et (**), ¥ (z,y) € R*\{(0,0)},

5 5

L w| < S =il e | S o] < AL o1

Donc (w,y%i_>rr1(070) g—i(x, y)=0= %(07 0) et (%y%i_)rn(o,o) g—i(x,y) =0= %(0,0).

Donc % et g—; sont continues en (0, 0).

Conclusion : % et % existent et sont continues sur R?, donc f est de classe C' sur R2.
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EXERCICE 58 analyse

Enoncé exercice 58

1. Soit E et F' deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit a € F et soit f: E — F une application.
Donner la définition de " f différentiable en a".

2. Soit n € N*. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie 7.
Soit e = (ey,ea, ..., e,) une base de E.

On pose : Vx € E, ||z||0c = max |z;]|, ot x = Zx e;.

On pose : V(z,y) € Ex E, |(2,y)| = maX(HxHom [Ylloo)-

On admet que ||.||o est une norme sur E et que ||.|| est une norme sur £ x E.
Soit B : B x EE — R une forme bilinéaire sur E.

(a) Prouver que 3C € RT/V (z,y) € E x E, |B(z,vy)| < C|l|lco ¥l co-
(b) Montrer que B est différentiable sur E X F et déterminer sa différentielle en tout (ug,vg) € E x E.

Corrigé exercice 58

1. Soit f: E +— F une application. Soit a € E.
f est différentiable en a <= IL € Lc(E, F')/ au voisinage de 0, f(a + h) = f(a) + L(h) + o(||h]]).

Remarque 1 : ||.|| désigne une norme quelconque sur E car, comme F est de dimension finie, toutes les
normes sur F sont équivalentes.
Remarque 2 : Comme E est de dimension finie, si L € L(E, F), alors L € L¢(E,F).

2. (a) Soit (z,y) € E2.

n n
3! (xlax%"'axn) € ]Rn/w = Zziei et 3! (y17y27"'7yn) € Rn/y = Zyjej'

i=1 j=1

Par bilinéarité de B, on a B(x,y) Z Z z;y; B(e;, e;5).

=1 j=1
n n n n
Done [B(r, )l < 30D eyl 1Blec e < | 303 1Blere) | el il
i=1 j=1 i=1 j=1
n n
Alors C:Z Z |B(e;,e;)| convient .
i=1 j=1

(b) Soit (ug,v9) € E x E.
Par bilinéarité de B on a :
V(u,v) € E x E, B(ug+ u,v9 +v) = B(ug,vo) + B(ug,v) + B(u,vg) + B(u,v). (*)
On pose L((u,v)) = B(ug,v) + B(u,vg).
Vérifions que L est linéaire sur E x E.
Soit (z,y) € E x E. Soit (z',y') € E x E. Soit « € R.
L((2,3) + oa ) = L((& + a2’y + o)) = B(uo,y + o)) + B((z + oz’ vo)).
Donc par bilinéarité de B, L ((z,y) + a(2’,y")) = B((uo,y)) + aB((uo,y")) + B((x,v0)) + aB((2',vp)).
Cest-a-dire L ((z,y) + a(2’,y)) = L((z,y)) + aL((2',y)).

On en déduit que L € L(E x E,R).
Donc, comme E X FE est de dimension finie, L € Lo(E x E,|R).  (**)

De plus, d’aprés 2.(a), 3C € RY/V (z,y) € E?, |B(z,y)| < C[|(2| oo ||Yl] 0o-
Donc V (z,y) € E?, |B(z,y)| < C||(z,y)|>.
On en deduit que, au voisinage de (0,0), |B(z,y)| = o (||[(z,y)||). (***)

D’aprés (¥),(**) et (***), B est différentiable en (ug,vo) et dB((ug,vo)) = L.
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BANQUE ALGEBRE

EXERCICE 59 algébre

Enoncé exercice 59

Soit E ’espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K (K = R ou K = C) de degré inférieur ou égal a n.

Soit f ’endomorphisme de E défini par : VP € E, f (P) =P — P".
1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres :
(a) sans utiliser de matrice de f,

(b) en utilisant une matrice de f.

2. Soit @Q € E. Trouver P tel que f(P) =Q .
Indication : si P € E, quel est le polynéme P(+1) 7

Corrigé exercice 59

1. (a) L’application f est clairement linéaire. (*)

De plus, V P € E\ {0}, deg P’ < deg P donc deg(P — P’) = deg P.

Et, si P =0, alors P — P’ =0 donc deg(P — P') = deg P = —c0
On en déduit que V P € E, deg f(P) = deg P.
Donc f(E) C E. (**)

D’apreés (*) et (**), f est bien un endomorphisme de E.

Déterminons ker f.
Soit P € ker f.
f(P)=0donc P — P’ =0 donc deg(P — P') = —oc.

Or, d’aprés ce qui précéde, deg(P — P’') = deg P donc deg P = —oo.

Donc P = 0.
On en déduit que ker f = {0}.
Donc f est injective.

Or f € L(FE) et F est de dimension finie donc f est bijective.

(b) Soit e la base canonique de E. Soit A la matrice de f dans la base e.

1 -1 (0)
A= 1 .
(0) Y

det A =1 donc A est inversible et donc f est bijectif.

2. Soit Q € E. D’aprés 1., 1P € E, tel que f(P) =Q.
Alors P—P' =Q, P —P"=(Q',..., P — p(rtl) — Q(n),

Or P+ =, donc, en sommant ces égalités, P =Q + Q' + --- + Q™.
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EXERCICE 60 algébre

Enoncé exercice 60

1 2
2 4

1. Déterminer Kerf .

2. f est-il surjectif ?

Soit la matrice A = ( ) et f I'endomorphisme de My (R) défini par :  f (M) = AM.

3. Trouver une base de Kerf et une base de Imf.

Corrigé exercice 60

1. Posons M = ( Ccl Z ) € My(R).

([ a+2c b+2d
Ona f(M) = ( 2a +4c 2b+4d >

. 4 _f(a b a = —2c
Alors M € ker f <= 3 (a,b,¢,d) € R telqueM-(C d) avec{ b — o4
o A s 9 —2c¢ —2d
C’est-a-dire, M € ker f <= 3 (¢,d) € R? tel que M = . g )

o B -2 0 0 -2
Onendedultquekerf\/ect{( 1 O>a<0 1 )}

2. ker f # {0}, donc f est non injectif.
Or f est un endomorphisme de Mz(R) et M3 (R) est de dimension finie.
On en déduit que f est non surjectif.

-2 0 02)

3. On pose My = 1 0 et My = 0 1

D’apres 1., la famille (M7, Ms) est génératrice de ker f.

De plus, M; et Ms sont non colinéaires donc (M7, M) est libre.
Donc, (M;, Ms) est une base de ker f.

Par la formule du rang, rgf = 2.

OnposeM;g:f(El,l):(; 8>etM4:f(E2,2)=(8 i)

M3 et My sont non colinéaires donc (M3, My) est une famille libre de Imf.
Comme rgf = 2, (M3, My) est une base de Imf.
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EXERCICE 61 algébre

Enoncé exercice 61

On note M,, (C) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients complexes.
Pour A = (aij)1<i<n € Mn (C), on pose : [|[A|| = sup |a;;|.

1<j<n 1<ign
1<isn

1. Prouver que || || est une norme sur M,, (C).
2. Démontrer que : ¥ (4, B) € (M,, (C))?, ||AB|| < n | Al |B].
Puis, démontrer que, pour tout entier p > 1, [|AP|| < n?~1||A|".

AP
3. Démontrer que, pour toute matrice A € M,, (C), la série Z — est absolument convergente.
p!

Est-elle convergente 7

Corrigé exercice 61

1. On remarque que V A € M,, (C), [|A|| =0
i- Soit A = (as,5)1<i<n € My (C) telle que ||A|| = 0.

1<isn
Comme V (i, 7) € ([1,n]), |a; ;| = 0, on en déduit que V (4, j) € ([1,n])?, |a; ;| =0, c’est-a-dire a, ; = 0.
Donc A = 0.
ii- Soit A = (a”)1<1<n € M,, (C) et soit A € C.
<

1
Al = sup I/\aul— sup |l |aq ;| = [Al sup aq ;| = [A[[A]l-

1<i<n 1<i<n 1<isn
1<j<n 1<j<n 1<j<sn
iii- Soit (4, B) € (M,, (C))* avec A = (a;;)1<i<n €t B = (b; ;) 1<i<n.-
1<jsn 1<j<n
Ona ||[A+ B| = sup |a;;+ bl
1<i<n
1<ji<n

Or, ¥ (i, 5) € ([1,n])*, lai; + bl < lai |+ [bigl < [|A]l + | B
On en déduit que ||A + B|| < || 4] + || BJ.

2. Soit (A7B) S (Mn ((C))2 avec A = (ai’j)lgi_gn, B = (bi,j)léi

sne
1<j<n 1<j<n
Posons C' = AB.
On a C = (¢i;)1<i<n avec ¥ (i, ) € ([1,n])°, ¢ = E a; jby ;-
1<j<n

DOI]C, V(Za]) € (Hlvn 9 |Clj|

A < Z [A[H[B] = n[[A[l Bl

k=1
On en déduit que V (A, B) € (/\/ln( )) , |AB| < n||A||1B]l. (%)

Pour tout entier naturel p > 1, notons (P,) la propriété : ||AP|| < nP~1||A|".
Prouvons que (P,) est vraie par récurrence.

Pour p =1, | H =nO[|A|", donc (Py) est vraie.

Supposons la propriété (P,) vraie pour un rang p > 1, c’est-a-dire ||AP|| < nP~! || A]P.
Prouvons que (P,41) est vraie.

| AP = |A x AP|| donc, d’apres (*), ||APTH| < n A [|AP].

Alors, en utilisant ’hypothése de récurrence, ||APT|| < n[|Af| nP=t | A|P = nP || A[".
On en déduit que (P,41) est vraie.

Arf 1 (nflAlD”

3. On aVpe N <
p! n pl

) ) P nl||A||)P
Or, Vz € R, la série exponentielle Z — converge, donc Z M converge.
p! p!
AP
Donc, par comparaison de séries a termes positifs, la série Z — est absolument convergente.
p!

AP
Or M,,(C) est de dimension finie, donc Z — converge.
p!
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EXERCICE 62 algébre

Enoncé exercice 62

Soit F un espace vectoriel sur R ou C.
Soient f et g deux endomorphismes de F tels que f o g = Id.

1. Démontrer que Ker(go f) = Ker f.
2. Démontrer que Im(go f) = Im g.
3. Démontrer que £ = Kerf & Im g.

Corrigé exercice 62
1. On a toujours ker f C ker(go f). (*)

Prouvons que ker(g o f) C ker f.

Soit x € ker(g o f).

Onago f(x) =0g donc fogo f(z) = f(0g) =0g.
Or fog=1d donc f(z) =0g.

Donc = € ker f.

On en déduit que ker(go f) C ker . (**)

D’aprés (*) et (**), ker(g o f) = ker f.
2. On a toujours Im(g o f) C Img.  (***)

Prouvons que Img C Im(g o f).

Soit y € Img.

Jz € E tel que y = g(x).

Or fog=Td doncy = gofog(x) = (g0 )g(x)).

C’est-a-dire y € Im(g o f).

On en déduit que Img C Im(g o f).

Donc, d’aprés (***) et (****) Im(g o f) = Img
3. Soit = € ker f N Img.

Alors, f(x) =0et Ja € E tel que x = g(a).

Donc fog(a) =0.

Or fog=1d, donc a = 0.

Or z = g(a) donc z = 0.

Donc ker f NImg = {0g}.

Soit z € E.

On peut écrire z = (z — g(f(2))) + g(f(x)) avec :

g(/(x)) € Tmg et x — g(7()) € ker f car [ (x — g(f(2))) = () — (0 9)((&)) = f(2) — f(z) = Op.
Ainsi E = ker f 4 Img.

(****)

On en déduit que F = ker f & Img.

Remarque 1 :

On aurait pu remarquer que g o f est un projecteur et conclure plus immédiatement.
Remarque 2 :

On aurait pu également raisonner par analyse et synthése.
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EXERCICE 63 algébre

Enoncé exercice 63

Soit un entier n > 1. On considére la matrice carrée d’ordre n a coefficients réels :

2 -1 0 0
12 1
An=110 -1 0

R S |
0 0 -1 2

Pour n > 1, on désigne par D,, le déterminant de A,,.
1. Démontrer que Dy, 4o = 2D, 41 — D,,.
2. Déterminer D,, en fonction de n.

3. Justifier que la matrice A est diagonalisable. Le réel 0 est-il valeur propre de A7

Corrigé exercice 63

1. C’est un déterminant tri-diagonal, il suffit de développer selon la premiére ligne.

1 (0)
0 2 —1
Dn+2 = 2Dn+1 + -1 2
—1
(0) 12

Puis, en développant le second déterminant obtenu selon la premiére colonne, on obtient
Dn+2 = 2Dn+1 - D,.
2. (D,,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r? — 2r +1 = 0.
Donc, son terme général est de la forme D, = (An + p) x 1™.
Puisque Dy = 2 et Dy = 3, on obtient D,, = n + 1.
3. La matrice A,, est symétrique réelle donc diagonalisable.
D, =n+ 1% 0 donc A, est inversible.
Donc I'endomorphisme canoniquement associé a A,, est injectif.
On en déduit que 0 n’est pas valeur propre de A,,.
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EXERCICE 64 algébre

Enoncé exercice 64

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n.
1. Démontrer que : E = Imf @ ker f = Imf = Imf2.

2. (a)
(b)

Démontrer que : Imf = Imf? <= ker f = ker f2.
Démontrer que : Imf = Imf? = E = Imf @ ker f.

Corrigé exercice 64

1. Supposons FE = Imf @ ker f.
Indépendamment de ’hypothése, on peut affirmer que Imf? C Imf  (*)

Montrons que Imf C Imf2.

Soit y € Imf.

Alors, 3z € E tel que y = f(x).

Or E =Imf @ ker f, donc 3 (a,b) € E x ker f tel que z = f(a) + b.
On a alors y = f?(a) € Imf?.

Ainsi Imf C Imf?  (**)

D’aprés (*) et (**), Imf = Imf2.

2. (a)

On a Imf? C Imf et ker f C ker f2.

On en déduit que Imf? = Imf <= rgf? = rgf et ker f = ker f? <= dimker f = dim ker f2.
Alors, en utilisant le théoréme du rang,

Imf =Imf? & rgf = rgf? < dimker f = dimker f? < ker f = ker f2.

Supposons Imf = Imf2.

Soit « € Imf Nker f.

Ja € E tel que x = f(a) et f(x) =0g.

On en déduit que f?(a) = 0p c’est a dire a € ker f2.

Or, d’aprés ’hypothése et 2.(a), ker f2 = ker f donc a € ker f c’est a dire f(a) = 0.
C’est & dire z = 0.

Ainsi Imf Nker f = {0g}. (***)

De plus, d’aprés le théoréme du rang, dimImf + dimker f = dim E.  (***¥)

Donc, d’aprés (**%) et (****), E = Imf @ ker f.
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EXERCICE 65 algébre

Enoncé exercice 65

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (= R ou C). On note K[X] I'ensemble des
polynémes a coefficients dans K.
1. Démontrer que :
V(P, Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u) .
2. (a) Démontrer que : V(P, Q) € K[X] x K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) .
(b) Démontrer que pour tout (P, Q) € K[X] x K[X] :

(P polynéme annulateur de u)=— (PQ polynoéme annulateur de u)

3. Soit A = <_11 _22) Ecrire le polynéme caractéristique de A, puis en déduire que le polynéme

R=X*+2X34 X2 —4X est un polynome annulateur de A.

Corrigé exercice 65
1. Soit (P Q) € (K[X])*.
P = Zapo et Q = Zb X1,

m

Donc PQ = ZZ apb Xp+q)

p=0 gq=0
Donc (PQ)(u ZZ apbquP™) ()
p=0 gq=0
Or P(u) (Z apup> o (Z bquq) = <apup o Z bquq> .
—0 p=0 —

Donc, par linéarité de u, P(u) o Q Z (Z apuP o bquq) = Z Z (apbquP™9).  (**)
p=0 g=0

p=0 \¢g=0
Diaprés () et (%), (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
2. (a) Soit (P,Q) e (K[X])*.
Dlaprés 1., P(u) 0 Q(u) = (PQ)(u).
De méme, d’apres 1., Q(u) o P(u) = (QP)(u).
)=

Or PQ = QP donc (PQ)(u) = (QP)(w).
On en déduit que P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u).

(b) Soit (P,Q) € (K[X])*.
On suppose que P est annulateur de u.
Prouvons que PQ est annulateur de u.
D’aprés 1; et 2.(a), (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u). (**¥*)
Or P est annulateur de u donc P(u) = 0 donc, d’aprés (***), (PQ)(u) =
On en déduit que P(Q est annulateur de w.

3. Notons P4(X) le polynome caractéristique de A.
Py(X) =det(XI; — A). On trouve P4 (X) = X(X —1).
Soit R = X* +2X3 + X2 — 4X.
On remarque que R(0) = R(1) = 0 et on en déduit que R est factorisable par X (X — 1).
Cest-a-dire : 3Q e K[X] / R=X(X — 1)Q.
Or, d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, P4(X) = X (X — 1) annule A.
Done, d’aprés 2.b., comme R = P4(X)Q, R est annulateur de A.
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EXERCICE 66 algébre

Enoncé exercice 66

On note p un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On considére dans Z la relation d’équivalence R définie par : zRy £k € Z tel que z —y = kp.

On note Z/pZ I'ensemble des classes d’équivalence pour cette relation R.

1.
2.

Quelle est la classe d’équivalence de 07 Quelle est celle de p?

Donner soigneusement la définition de I’addition usuelle et de la multiplication usuelle dans Z/pZ.
On justifiera que ces définitions sont cohérentes.

On admet que, muni de ces opérations, Z/pZ est un anneau.
Démontrer que Z/pZ est un corps si et seulement si p est premier.

Corrigé exercice 66

1.

Les classes d’équivalences de 0 et de p sont toutes deux égales & I'’ensemble des multiples de p, c’est-a-dire &
pZ.

. Soit (@,b) € (Z/pZ)°.

Onpose@+b=a+betaxb=ab.

Cette définition est cohérente car elle ne dépend pas des représentants a et b choisis pour @ et b.
En effet, soit (a/,b') € Z2 tel que a’ =a et b’ = b.

Alors il existe n € Z tel que a/ = a + np et il existe m € Z tel que b’ = b+ mp.

Donc a' + b = a+ b+ (n+ m)p, c’est-a-dire &’ + ¥ = a + b.

Et a’'b’ = ab + (am + bn + nmp)p, c’est-a-dire a’t/ = ab.

Supposons p premier.

Alors Z/pZ est commutatif et non réduit a {0} car p > 2.

Soit a € Z/pZ tel que a # 0.

@ # 0 donc p ne divise pas a . Or p est premier donc p est premier avec a.

Par le théoréme de Bézout, il existe (u,v) € Z? tel que au + pv = 1 donc @ x 4 = 1.
Donc @ est inversible et (a)~! = 4.

Ainsi, les éléments non nuls de Z/pZ sont inversibles et finalement Z/pZ est un corps.

Supposons que Z/pZ est un corps.

Soit k € [2,p — 1].

k # 0 donc, comme Z/pZ est un corps, il existe k' € Z tel que k k’ = 1.

C’est-a-dire il existe v € Z tel que kk' = 1 + vp c’est-a-dire k'k — vp = 1.

Donc, d’aprés le théoréme de Bézout, kK A p =1 et donc, comme k # 1, k ne divise pas p.

On en déduit que les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p.
Donc p est premier.
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EXERCICE 67 algébre

Enoncé exercice 67

0 a c
Soit la matrice M = | b 0 ¢ | ou a,b,c sont des réels.
b —a 0

M est-elle diagonalisable dans M3 (R)? M est-elle diagonalisable dans M3 (C)?

Corrigé exercice 67

Xar(X) = det(X Is — M).
Aprés calculs, on trouve, s (X) = X(X? + ca — ba — be).

Premier cas : ca — ba — bc < 0
M est diagonalisable dans M3(R) car M posséde trois valeurs propres réelles distinctes.
Elle est, a fortiori, diagonalisable dans M3(C).

Deuxiéme cas : ca —ba —bc =0

Alors, 0 est la seule valeur propre de M.

Ainsi, si M est diagonalisable, alors M est semblable & la matrice nulle c¢’est-a-dire M = 0 ou encore
a =b=c=0. Réciproquement, si a = b= c =0 alors M = 0 et donc M est diagonalisable.

On en déduit que M est diagonalisable si et seulement si a = b= c=0.

Troisiéme cas : ca — ba — bec > 0

Alors 0 est la seule valeur propre réelle et donc M n’est pas diagonalisable dans M3(R) car x4(X) n’est pas

scindé sur R[X].

En revanche, M est diagonalisable dans M3(C) car elle admet trois valeurs propres complexes distinctes.
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EXERCICE 68 algébre

Enoncé exercice 68
1 -1 1
Soit la matrice A= -1 1 -1
1 -1 1
1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre maniéres :
(a) sans calcul,

(b) en calculant directement le déterminant det(Als — A), ot I3 est la matrice identité d’ordre 3, et en
déterminant les sous-espaces propres,

(c) en utilisant le rang de la matrice,
(d) en calculant A2.

2. On suppose que A est la matrice d’un endomorphisme u d’un espace euclidien dans une base orthonormée.
Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Corrigé exercice 68

1. (a) La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.
(b) On obtient det(A 3 — A) = A\2(\ — 3).
E5(A) = Vect(1,—1,1) et Eg(A) :x—y+2z=0.
Donc A est diagonalisable car dim F3(A) + dim Eg(A) = 3.
(c¢) rgA =1 donc dim Ey(A) = 2.
On en déduit que 0 est valeur propre au moins double de la matrice A.
Puisque trA = 3 et que trA est la somme des valeurs propres complexes de A comptées avec leur
multiplicité, la matrice A admet une troisiéme valeur propre qui vaut 3 et qui est nécessairement simple.
Comme dans la question précédente, on peut conclure que A est diagonalisable car
(d) On obtient A2 = 34 donc A est diagonalisable car cette matrice annule le polynéme X2 — 3X qui est
scindé a racines simples.
2. On note e = (i, ¥, W) la base canonique de R3.
On note (| ) le produit scalaire canonique sur R3.
Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A.
A est symétrique réelle et e est une base orthonormée, donc f est un endomorphisme symétrique et, d’apres
le théoréme spectral, f est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.
On sait également que les sous-espaces propres sont orthogonaux donc il suffit de trouver une base

orthonormée de chaque sous-espace propre pour construire une base orthonormée de vecteurs propres.
E5(f) = Vect(1,-1,1) et Eo(f) :x—y+2z=0.
1 - - =
Donc 4 = ﬁ(z — j + k) est une base orthonormée de Es5(f).
itjeti—j— 2k sont deux vecteurs orthogonaux de Eo(f).
On 1 lise et F= G4 ]) et @ 1(**'212)
n les normalise et on pose ¥ = —(i et w=—(i—7j— .
p 5 J /6 J
Alors (¢, ) une base orthonormée de Fy(f).

On en déduit que (@, ¥, W) est une base orthonormée de vecteurs propres de f.
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EXERCICE 69 algébre

Enoncé exercice 69

1
1] ol a est un réel.
0

— o Q

0
On considére la matrice A= | a
a

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

Corrigé exercice 69

1. Aprés calcul, on trouve det A = a(a + 1).
Premier cas: a #0et a # —1
Alors, det A # 0 donc A est inversible.

Donc rgA = 3.
Deuxiéme cas : a =0
0 0 1
A=10 0 1| doncrgA=2.
010
Troisiéme cas : a = —1
0 -1 1
A=|-1 0 1| doncrgA > 2 car les deux premiére colonnes de A sont non colinéaires.
-1 1 0

Or det A =0 donc rgA < 2.
On en déduit que rgA = 2.

2. Notons P4(X) le polynéme caractéristique de A.

X —-a -1
Py X)=|-a X -1
—a -1 X

Alors, en ajoutant & la premiére colonne la somme des deux autres puis, en soustrayant la premiére ligne
aux deux autres lignes, on trouve successivement :

1 —a -1 1 —a -1
PA(X):(X—a—l)l X -1 :(X—a—l)O X+a 0 |
1 -1 X 0 —14+4a X+1

Donc, en développant par rapport a la premiére colonne,
PaAX)=(X—a—-1)(X+a)(X+1).

Les racines de P4(X) sont a + 1, —a et —1.
a—i—lz—a(z)az—%.

a+l=—-14<=a=-2.

—a=—-1<=a=1

Ce qui améne aux trois cas suivants :

Premier cas: a# 1, a # —2 et a # —%

Alors A admet trois valeurs propres disctinctes.

Donc A est diagonalisable.

Deuxiéme cas : a =1

PAo(X) = (X —2)(X +1)%

Alors A est diagonalisable si et seulement si dim E_; = 2, c’est-a-dire rg(A4 + I3) = 1.

1 1 1
OrA+I3=|1 1 1| doncrg(A+13)=1.
1 11

Donc A est diagonalisable.

Troisiéme cas : a = —2
Alors, Pa(X) = (X +1)3(X —2).
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1 -2 1
A+L=(-2 1 1
-2 1 1

Les deux premiéres colonnes de A + I3 ne sont pas colinéaires, donc rg(A + I3) > 2.
De plus, —1 est valeur propre de A, donc rg(A +I3) < 2.

Ainsi, rg(A+1I3) =2 et dimE_; = 1.

Or l'ordre multiplicité de la valeur propre —1 dans le polynéme caractéristique est 2.
On en déduit que A n’estlpas diagonalisable.

Quatriéme cas : a = —=

2
1
Pa(X) = (X = (X +1).
1 1
2 2
1
A—cpp=|_1 _1
? T
S -
2 2

Les deux premiéres colonnes de A — %I?, sont non colinéaires, donc rg(A — %,[3) = 2.
De plus, % est valeur propre donc rg(A — %Ig) <2.

Ainsi, rg(A — %.[3) =2ectdimE; =1.

Or l'ordre de multiplicité de la valeur propre % dans le polyndéme caractéristique est 2.

On en déduit que A est non diagonalisable.
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EXERCICE 70 algébre

Enoncé exercice 70

00 1
Soit A=[1 0 0] eMs(C).
01 0

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle diagonalisable 7

2. Soit (a,b,c) € C3 et B = alz + bA + cA?, ot I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
Déduire de la question 1. les éléments propres de B.

Corrigé exercice 70

1. xa(X) = (X3—1) donc SpA = {1,j,j2}
On en déduit que A est diagonalisable dans M3(C) car elle admet trois valeurs propres distinctes.
On pose E1(A) = ker(A — I3), Ej(A) = ker(A — jI3) et Ej2(A) = ker(A — j2I3).

1 1

Apres résolution, on trouve FE;(A) = Vect 1 et E;(A) = Vect | | j?
1 J

1

Et, par conjugaison (comme A est a coeflicients réels), £;2(A) = Vect j
,j2

2. Soit e = (e1, ez, e3) la base canonique de C3, vu comme un C-espace vectoriel.
Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A.
On pose €] = (1,1,1), e5 = (1aj27j)7 6% = (lajva) et € = (61,62,63
D’aprés 1., €/ est une base de vecteurs propres pour f.

1 1 1 0 0
Soit P la matrice de passage de e a e/. Ona P = |1 452 j |.Soit D=0 ;5 0
g 00 42
Alors, D = P"'AP, c’est-a-dire A = PDP~!.
On en déduit que B = al3 + bPDP~! 4+ ¢cPD?*P~! = P (al3 + bD + ¢D?) P~
Q1) 0 0
C’est-a-dire, si on pose Q =a +bX +cX2, alos B=P| 0 Q(j) 0 P,
0 0 (12)
On en déduit que B est diagonalisable et que les valeurs propres de B sont Q(1 ) et Q(5%).
1
2

1
De plus, Eg1)(B) = E1(A) = Vect 1 Eq)(B) = Ej(A) = Vect
1

1
EQ(jz)(B) = Ejz (A) = Vect J
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EXERCICE 71 algébre

Enoncé exercice 71

Soit p, la projection vectorielle de R?, sur le plan P d’équation = + y + z = 0, parallélement & la droite D
z

d’équation z = Y _ —.
2 3

1. Vérifier que R* = P @ D.
2. Soit u = (z,y,2) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

3. Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Corrigé exercice 71

1. D =Vect ((1,2,3)).
(1,2,3) & P car les coordonnées du vecteur (1,2,3) ne vérifient pas ’équation de P.
Donc DN P ={0}. (%)
De plus, dim D +dim P = 1+ 2 = dimR3.  (**)
D’aprés (*) et (**), R® = P& D.
2. Soit u = (z,y,2) € R3.
Par définition d’une projection, p(u) € P et v — p(u) € D.
u —p(u) € D signifie que o € R tel que v — p(u) = (1,2, 3).
On en déduit que p(u) = (x — a,y — 2, 2 — ). (*%)

1
Or p(u) € P donc (z — ) + (y — 2a) + (2 — 3a) = 0, c’est-a-dire a = 6(35 +y+2).
1
Et donc, d’aprés (***), p(u) = 6(5x —y—2z,—2x+4y — 2z, —3x — 3y + 32).

Soit e = (e1, ez, e3) la base canonique de R3.

5 -1 -1
1
Soit A la matrice de p dans la base e. On a A = 6 -2 4 =2
-3 -3 3

3. On pose €] =(1,2,3), e, = (1,—1,0) et e5 = (0,1, —1).
e} est une base de D et (e}, e5) est une base de P.
Or R® = P& D donc ¢’ = (€, e, e;) est une base de R3.

De plus €] € D donc p(e}) = 0. e}, € P et €5 € P donc p(e)) = e} et p(eh) = ef.

_ o O

0 0
Ainsi, M(p,e’)= (0 1
0 0
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EXERCICE 72

Enoncé exercice 72

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n, et soit e = (ey,...,e,) une base de E.
On suppose que f(e1) = f(e2) = -+ = f(en) = v, ol v est un vecteur donné de F.

1. Donner le rang de f.

2. f est-il diagonalisable ? (discuter en fonction du vecteur v)

Corrigé exercice 72

1. Si v =0 alors f est la fonction nulle et donc rgf = 0.
Si v # 0 alors rgf = 1 car, si on note ¢y, co, ..., ¢, les colonnes de la matrice A de f dans la base canonique
e,alorscy Z0et ¢y =co = ... = ¢y

2. Premier cas : v = 0g
alors f est la fonction nulle et donc f est diagonalisable.

Deuxiéme cas : v # 0g.

Alors rgf =1 et donc dimker f =n — 1.

Donc 0 est valeur propre de f et, si on note mg 'ordre de multiplicité de la valeur propre 0 dans le
polynéme caractéristique de f, alors mg > n — 1.

On en déduit alors que : IN € K/ Pp(X) = X" H(X —)). (%)

Et donc, tr(f) = A.

e est une base de F donc : 3! (21,29, ...,2,) € K" /v =161 + 22€9 + ... + Tpen.

En écrivant la matrice de f dans la base e, on obtient alors tr(f) = 1 + 22 + ... + @,.

Ainsi, A =21 + x2 + ... + 2. (**)

Ce qui améne & la discussion suivante :

Premier sous- cas :six; + 29+ ... +x, #0
D’aprés (*) et (**), A =21 + 23 + ... + 2, est une valeur propre non nulle de f et dim E) = 1.
Ainsi, dim Fy + dim Fy = n et donc f est diagonalisable.

Deuxiéme sous- cas :six; + 2o+ ...+ 2, =0

Alors, d’aprés (*) et (**), Pr(X) = X™.

Donc 0 est valeur propre d’ordre de multiplicité n dans le polynéme caractéristique.
OrdimEy=n—1.

Donc f n’est pas diagonalisable.

Remarque dans le cas ot v # 0

Comme = = z1e1 + Taes + ... + Tpe,, alors, par linéarité de f, f(v) = z1f(e1) + zaf(e2) + ... + znf(en).
Clest-a-dire, f(v) = (1 + 22 + ... + x5)v. (**¥)

On en déduit que : 1 + x5 + ...x,, = 0 <= f(v) = 0.

De plus, dans le cas ou x1 + z2 + ...z, # 0, alors, d’apreés ( , ¥ est un vecteur propre associé a la valeur
propre A = x1 + z2 + ... + z,, et d’aprés ce qui précéde, Ey(\) = Vect(v).

***)
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EXERCICE 73 algébre

Enoncé exercice 73

On pose A = (i _11>
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

0
0 -2/
En déduire que l’ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect (I3, A).

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice

Corrigé exercice 73

1. On obtient le polyndéme caractéristique x4 = (X — 3)(X + 2) et donc SpA = {-2,3}.
Apreés résolution des équations AX = 3X et AX = —2X, on obtient :

v ( (1)) e 2o v (1))

. a b
2. Sth—(C d).

-2b = 3b

3¢ = _9. = b=c =0 <= N diagonale.

ND:DN(z){

OIIEBLA:PDP_lawecP:(1 _14>etD:<3 O)'

1 0 —2
Soit M € MQ(R)

AM = MA & PDP~'M = MPDP~! < D(P~'MP) = (P~'MP)D < P~'MP commute avec D.

Clest-a-dire, AM = MA < P~1MP = (‘S 2) sM=P (g 2) P,

Donc, l'espace des matrices commutant avec A est C'(A) = {P ( g 2 ) P~tavec (a,d) € Rg}.

C’est un plan vectoriel.
De plus, pour des raisons d’inclusion (I € C(A) et A € C(A)) et d’égalité des dimensions,
C(A) = Vect(I2, A).
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EXERCICE 74 algébre

Enoncé exercice 74

1 0 2
1. On considére la matrice A= |0 1 0
2 01

(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.

¥ =x+22
2. On considére le systéme différentiel < ' =y , T, Yy, z désignant trois fonctions de la variable t,
Z=2x+z

dérivables sur R.
En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

Corrigé exercice 74

1. (a) A est symétrique réelle donc diagonalisable.

“1+X 0 —2
(b) Pa(X)=det(XIs—A)=| 0 -1+X 0
—2 0 —14+X

En développant par rapport a la premiére ligne, on obtient, aprés factorisation :
PA(X)=(X-1D(X+1)(X -3).

0 1 1
On obtient aisément, F; = Vect 1 , E_1 = Vect 0 et B3 = Vect 0
0 -1 1

On pose €] =(0,1,0), e5, = (1,0,—1) et €5 = (1,0,1).
Alors, €' = (e}, €, e4) est une base de vecteurs propres pour I’endomorphisme f canoniquement associé
a la matrice A.

¥ =x+22
2. Notons (S) le systéeme ¢ 3 =y :
2 =2r+z
a(t)
Posons X (¢) = | y(¢)
z(t)
Alors, (5) «<— X' = AX.

On note P la matrice de passage de la base canonique e de R? 4 la base ¢’.

0o 1 1
Daprés1., P=[1 0 0
0 -1 1
1 0 0
Et,sionpose D= [0 —1 0], alors A= PDP~!
0 0 3
Donc (S) <= P7'X'=DP~'X.
z1(t)
On pose alors X; = P71X et Xq(t) = | y1(t)
z1(t)
¥y = m
Ainsi, par linéarité de la dérivation, (S) <= X{ =DX; << yi = —-un
zi = 3z
On résout alors chacune des trois équations différentielles d’ordre 1 qui constituent ce systéme.
r1(t) = ae
On trouve ¢ yi(t) = be~t avec (a,b,c) € R3.
21(t) = ce¥

Enfin, on détermine x,y, z en utilisant la relation X = PX;.
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x2(t) = be !+ cedt
On obtient : ¢ y(t) = aet avec (a,b,c) € R3.
2(t) = —be !+ ced
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EXERCICE 75 algébre

Enoncé exercice 75

1 3

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

On considére la matrice A = <_1 _4> .

2. On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
Trouver une base (v1,v2) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme (g l;)

On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.
. . . . '=—x—4

3. En déduire la résolution du systéme différentiel x/ T
Yy =x+3y

Corrigé exercice 75

1. On obtient le polynéme caractéristique x4 (X) = (X — 1)2, donc SpA = {1}.
Si A était diagonalisable, alors A serait semblable & I, donc égale a I5.
Ce n’est visiblement pas le cas et donc A n’est pas diagonalisable.
2. xa(X) étant scindé, A est trigonalisable. E1(A) = Vect ((2,—1)).
Pour v; = (2,—1) et va = (—1,0) (choisi de sorte que f(vg) = vy + v1) on obtient une base (v1,v9) dans

laquelle la matrice de f est T = (1) 1 .
1 2 -1
3. Ona A= PTP " avec P = 1 0

x a
Posons X = etY =P 71X = (b)
Y
Le systéme différentiel étudié équivaut a I’équation X’ = AX qui équivaut encore , grace a la linéarité de la
dérivation, a I’équation Y/ = TY .
a=a+b a(t) = Ae’ + ute
b => b(t) = pe’
Enfin, par la relation X = PY on obtient la solution générale du systéme initial :
z(t) = (2\ — p) + 2ut) e
y(t) = (—A — ut) et

Cela nous améne a résoudre le systéme de solution générale {
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EXERCICE 76 algébre

Enoncé exercice 76

Soit E' un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/ (z|x).

1. (a)
(b)

Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Dans quel cas a-t-on égalité 7 Le démontrer.

2. Soit E={f €C([a,b],R), Y € [a,b] f(z) > 0}.

b b
1
Prouver que ’ensemble { / f)de x / mdt , feE } admet une borne inférieure m et déterminer la

valeur de m.

Corrigé exercice 76

1. (a)

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = /(x|).

Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(x,y) € E2, | (z|y) | < ||z|]||yl|

Preuve :

Soit (z,y) € E%. Posons VA € R, P()\) = ||z + \y||?.

On remarque que VA € R, P(X\) > 0.

De plus, P(X\) = (z + Aylz + Ay).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (| ), P(X) = |[y||>A? + 2\ (z]y) + [|z] 2.

On remarque que P(\) est un trinéme en \ si et seulement si ||y||? # 0.
Premier cas : siy =10

Alors | (z]y)| = 0 et ||z ||ly]| = 0 donc V'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxiéme cas : y # 0

Alors ||y|| = /(yly) # 0 car y # 0 et (| ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un trinéme du second degré en A qui est positif ou nul.

On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.

Or A = (aly)” — |Ja][?|Jy][? donc (zly)* < |ls] Iyl

Et don, | (z[y) | < [[z]] [yl

On reprend les notations de 1. .
Prouvons que V(z,y) € E2, | (z|ly)| = ||z||||y|| <= x et y sont colinéaires.

Supposons que | (z]y) | = [[=[|[|y]-
Premier cas : si y =0

Alors z et y sont colinéaires.

Deuxiéme cas : siy # 0

Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double \g.
C’est-a-dire P(\g) = 0 et comme ( | ) est définie positive, alors x + Aoy = 0.
Donc z et y sont colinéaires.

Supposons que x et y soient colinéaires.
Alors da € R tel que z = ay ou y = ax.
Supposons par exemple que z = «y (raisonnement similaire pour Pautre cas).

| (zly) [ =lel| (wly) [ = [l [yl et [lz] [yl = /(l2) [yl = Vo> Wly)llyll = |al-lly]]>.

Donc, on a bien I’égalité.

b b
2. OnposeA{/ f(t)dtx/ %dt, féE}.

ACR.
A # D car (b—a)? € A ( valeur obtenue pour la fonction t — 1 de E).

b b
1
De plus, V f € E,/ f®)dt x / mdt > 0 donc A est minorée par 0.

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf A.
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Soit f € E.
b 1 2
On consideére la quantité ( /a vV (;)\/mdt> .2
9 ’ 1 _ ’ _ _ 2
D’une part, </a \/f(t)\/mdt> = </a 1dt> = (b—a)*.

D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire usuel sur C ([a,b],R), on

([ tal < [om ] o

On en déduit que V f € E, / f(t)dt/ ﬁdt > (b—a)

Donc m > (b— a)?.

b b
1
Et, si on considére la fonction f :¢+—— 1 de E, alors / f(t)dt/ ——dt = (b—a)*

o F(t)
Donc m = (b — a)?.
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EXERCICE 77 algébre

Enoncé exercice 77

Soit F un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de F.
Démontrer que (AL)L = A.

2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
(a) Démontrer que (F +G)* = F-nG*.
(b) Démontrer que (FNG)" = F+ + G+

Corrigé exercice 77

1. Ona AC (44" . (%)
En effet, Vo € A,Vy € A+, (x| y) = 0.
Cest-a-dire, Vo € A, z € (A1)*.

Comme E est un espace euclidien, £ = A ® A+ donc dim A = n — dim A+.

De méme, E = A @ (AL)L donc dim (Al)l =n—dimA'.
Donc dim (AJ-)l =dimA. (**)
D’apres (*) et (*%), (AJ-)J' = A

2. (a) Procédons par double inclusion.

Prouvons que FX- NG+ c (F+G)™".
Soit z € F- N G+.

Soit y € FF+ G .

Alors 3(f,g) € F x G tel que y = f + g.

@ly= (@|f) + (g =0
—— ——

=0 =0
car fEF et € FL car geG et z€GL

DoncVy € (F+QG), (z]y) =0.
Donc z € (F + G)*.

Prouvons que (F + G)" c F-nG*.

Soit z € (F + G)* .

Vye F,ona (z|y)=0carye FC F+G.
Donc x € F+.

De méme,Vz € G,ona (x|z)=0carz€ GC F+G.
Donc = € G+.

On en déduit que z € F+NG*.

Finalement, par double inclusion, (F + Q)" = F- N G*.

(b) D’aprés 2.(a), appliquée a F+ et & G+, on a (Fl + GL)L = (Fl)L N (GL)l.

Donc, d’aprés 1., (FL + Gl)L =FnNnGaG.
i\t L
Donc ((FJ' +G*) ) =(FnNnG).

C’est-a-dire, en utilisant 1. 4 nouveau, F+ + G+ = (F N G)J‘.
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EXERCICE 78 algébre

Enoncé exercice 78

Soit E un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de E.
On note (z|y) le produit scalaire de z et de y et ||.|| la norme euclidienne associée.

1. Soit v un endomorphisme de E, tel que : Vz € E, ||u(z)|| = ||=]/.
(a) Démontrer que : ¥(z,y) € E? (u(z)u(y)) = (z|y).
(b) Démontrer que u est bijectif.
2. Démontrer que ’ensemble O(E) des isométries vectorielles de E' , muni de la loi o , est un groupe.

3. Soit uw € L(FE). Soit e = (ey, €3, ..., €, ) une base orthonormée de F.
Prouver que : u € O(E) < (u(e1),u(ez), ...,u(en)) est une base orthonormée de E.

Corrigé exercice 78
1. Soit u € L(E) tel que V(z,y) € E2, (u(z)|u(y)) = (z|y).

(a) Soit (x,y) € E2.
On a, d'une part, [[u(x + y)|I° = o + yl> = l2ll® + 2 | y) + [yll®. ()
D’autre part,
2 2 2 2 2
[u(e +y)|* = u@) +u@)l* = fu@)]* + 2(u(@) | u()) + [lu@)]* = [2]* +2(u@) | wy) + [yl*. ()
On en déduit, d’apres (*) et (**), que (u(z) | u(y)) = (z | y).
(b) Soit x € keru.
Par hypothése, 0 = [u(z)||* = |jz|?
Donc x = 0.
Donc keru = {0g}.
Donc u est injectif.
Puisque F est de dimension finie, on peut conclure que I’endomorphisme w est bijectif.

2. Montrons que l’ensemble O(FE) des endomorphismes orthogonaux est un sous-groupe du groupe linéaire
(GL(E), o).
On a O(F) C GL(FE) en vertu de ce qui précede.
On a aussi, évidemment, Idg € O(F). Donc O(F) # 0.
Soient (u,v) € (O(E))>.
Va € E, [[ucv ™ (z)| = |[ulv™ ()| = |[v " (z)|| car u € O(E).
Et |[v ()| = |[o(v (2))]| = [|z]| car v € O(E).

Donc Vz € E,||uov™!(z)| = ||
On en déduit, d’aprés 1.(a), que uov=t € O(E).

3. Soit u € L(E). Soit e = (ey, e, ..., €,) une base orthonormée de E.
Supposons que u € O(FE).

Soit (i, 5) € ([1,n]).

u € O(E) donc (u(e;)|u(e;)) = (eilej).

Or e est une base orthonormée de E donc (u(e;)|u(e;)) = (5{ ol 5{ désigne le symbole de Kronecker.
On en déduit que V(i,7) € ([[1,n]])2,(u(ei)|u(ej)) =

C’est a dire (u(ey), u(ez), ...,u(ey)) est une famille orthonormée de E.

Donc, c’est une famille libre a n éléments de F avec dim F = n.

Donc (u(e1),u(es), ..., u(en)) est une base orthonormée de FE.

Réciproquement, supposons que (u(e1), u(ez), ..., u(e,)) est une base orthonormée de E.

Soit = € E.
n
Comme e est une base orthonormée de F, x = E Ti€;.
i=1
n n
2 _ _
||[]* = E i€ E ziey | =YD miw; (eile;).

i=1 j=1
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Or e est une base orthonormée de E donc ||z||*> = Zx? .

De méme, par linéarité de u, ||u(z)||*> = sz u(e;) Zacj u(e;)) ZszmJ u(e;)|u(e;)).
=1 j=1

Or (u(ey),u(es), ..., u(e,)) est une base orthonormée de E, donc ||u(z)||? = Zx

D’aprés (*) et (**),Vz € E, ||u(z)|| = ||z||.
Donc, d’apreés 1.(a), u € O(E).
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EXERCICE 79 algébre

Enoncé exercice 79

Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R.

b
Démontrer que / h(z)dvr =0= h=0.

a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.
b

On pose, V (f.4) € B2, (flg) = / f(@)g(@)dz.

a
Démontrer que ’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer / Vze *dzx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Corrigé exercice 79

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R telle que / h(z)dz = 0.

a
x

On pose Vz € [a,b], F(z) = / h(t)dt.
h est continue sur [a, b] donc F est dérivable sur [a, b].
De plus, YV € [a,b], F'(x) = h(z).
Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a,b]. (*)
Or F(a) = 0 et, par hypothése, F'(b) = 0. C’est a dire F(a) = F(b). (**)
D’aprés (*) et (**), F est constante sur [a, b].
Donc V z € [a,b], F'(z) = 0.
Clest a dire, Vx € [a,b], h(z) = 0.
b
2. Onpose ¥ (£,9) € B2 (fl9) = [ f@)gla)d

a
Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutatitivité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

b
Soit f € E. (f|f) :/ fA(t)dt.

Or t — f2(t) est positive sur [a,b] et a < b done (f|f) = 0.
Donc (| ) est positive. (**)

Soit f € E telle que (f|f) =0.
b
Alors/ fA(t)dt = 0.

Or t — f2(t) est positive et continue sur [a,b] .
Donc, d’apreés 1., f est nulle sur [a,b] .
Donc (| ) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1 1
3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne / Vrze *dr < \// xdm\// e 2 dr =
0 0 0

vV1—e2
—
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EXERCICE 80 algébre

Enoncé exercice 80

Soit E 'espace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans R.
2m

1. Démontrer que (f | g) = by f () g (t)dt définit un produit scalaire sur E.
T Jo

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x + cosz et g : x — cos (2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : z +— sin® 2.

Corrigé exercice 80

2
L. On pose ¥ (1.9) € B2 (7lg) = 3= [ S(@ha(a)ae

Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutatitivité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

27
Soit f € E. (f|f) = % ; FA(t)dt.

Or t — f2(t) est positive sur [0,27] et 0 < 27 donc (f|f) > 0.
Donc (|) est positive. (*¥*)

Soit f € F telle que (f|f) =0.
2m
Alors / fA(t)dt = 0.

Ort r—0> f2(t) est positive et continue sur [0, 27].
Dong, f est nulle sur [0, 27].

Or f est 2w-périodique donc f = 0.

Donc (| ) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1
2. On aVr € R,sin’z = 3~ 5005(2%).

1
T =3 cos(2x)e F.

1
De plus, si on note h ’application = 3

1 2m 1 2m
(h|f) = —/ costdt =0 et (h|g) = —/ cos(2t)dt = 0 donc h € F*+ (car F = Vect(f,g)).
47 0 4 0

1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F' est x — ~5 cos(2x).
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EXERCICE 81 algébre

Enoncé exercice 81

On définit dans Mz (R) x Ma (R) I'application ¢ (A, A’) = tr (*AA’), ou tr (AA’) désigne la trace du produit de
la matrice ‘A par la matrice A’.

On note F = {( _ab Z ) , (a,b) GRz}.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur Ms (R) .

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).

2. Déterminer une base de FL.

3. Déterminer la projection orthogonale de J = ( 1 1 ) sur FL .

4. Calculer la distance de J a F.

Corrigé exercice 81

0 1

-1 0

On peut donc affirmer que F est un sous-espace vectoriel de Ma(R).
F = Vect(I3, K) donc (Iz, K) est une famille génératrice de F.

De plus, I> et K sont non colinéaires donc la famille (I3, K) est libre.
On en déduit que (I3, K) est une base de F.

2. Soit M = (‘Cl Z € M, (R).
Comme (I, K) est une base de F,

M e Ft < p(M,15) =0et p(M,K) =0.

C’est-a-dire, M € F- <= a+d=0et b—c=0.

Ou encore, M € F*r < d=—aet c=0.

On en déduit que F+ = Vect (A, B) avec A = ( (1) _01 ) et B= < (1) (1) )

(A, B) est une famille libre et génératrice de F* donc (A, B) est une base de F=.

1. On a immédiatement F = Vect(Iz, K) avec K =

3. On peut écrire J =1y + B avec I, € F et B € F* .

Donc le projeté orthogonal de J sur F* est B = <(1) é)

4. On note d(J, F) la distance de J a F.
D’aprés le cours, d(J, F) = ||J — pr(J)|| ou p£(J) désigne le projeté orthogonal de J sur F.
On peut écrire & nouveau que J = Iy + B avec I, € F et B € F*.
Donc p]:(J) = 12.
On en déduit que d(J, F) = ||J — pr(J)|| = ||J — L|| = || B|| = V2.
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EXERCICE 82 algébre

Enoncé exercice 82

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie n > 0.

On admet que pour tout x € F, il existe un élément unique yg de F' tel que x — yq soit orthogonal a F' et que la
distance de = a F soit égale & ||z — yol|.

Pour A = (Z Z) et A’ = <Z, Z,), on pose (A | A') = ad’ + bV + ¢’ + dd'.

1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur My (R).

1

2. Calculez la distance de la matrice A = ( 1 9

) au sous-espace vectoriel F' des matrices triangulaires

supérieures.

Corrigé exercice 82
1. On pose E = M3(R)

PourA:(CCL Z)eEetB:( >6E on pose (A|B) = aa’ + bV + e’ +dd'.
/ " 1
Soit A = <‘cL Z CE, A= Z Z)GE B— <(;,, Z,,)EE.SoitaeR.
/ 1 /!
(A+A'|B) = ((Z i g Zi Z) | <CCL Z)) = (a+a)a" + (b+ V)W + (c+ )+ (d+d)d".

Donc (A + A'|B) = (aa” + bb" + cc’ + dd") + (a'a” + Wb + ¢ + d'd") = (A|B) + (A'|B).
— aa Oéb a” b” _ 1 /! /! /1

(0A|B) = ((ac ad) | (c” d”)) = aaa” + abl” + acd’ + add’ = o (A|B).

On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport & sa premiére variable.

De plus, par commutativité du produit sur R, (.|.) est symétrique.

Donc (.]|.) est une forme bilinéaire et symétrique. (¥*)

Soit A = (Z Z €E.
(A|A) = a®? +b?> +c® +d? > 0. Donc (.| .) est positive. (**)
Soit A = Z Z € E telle que (A|A) = 0.

Alors a®> + b2+ 2 +d%2 =0.
Comme il s’agit d’une somme de termes tous positifs, on en déduit que a =b=c=d =0 donc A = 0.
Donc (.].) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (.|.) est un produit scalaire sur E.

-1 0)°

10 0 0\ _ ., s ({0 0\, (a DY)
(O 2>€Fet <1 0>EF carV(a,b,cl)ER,((1 0)|(0 d>>_0.

On en déduit que le projeté orthogonal, noté pr(A), de A sur F est la matrice ((1) g)

.. 0 0
s, a(4,7) =14 = pr(a)l =11 () ) 111
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Exercice 83 algébre

Enoncé exercice 83
Soit u et v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E.

1. Soit A un réel non nul. Prouver que si A est valeur propre de u o v, alors A est valeur propre de v o u.

b's
2. On consideére sur E = R[X] les endomorphismes u et v définis par u : P — / Petv:P+— P .
1

Déterminer ker(u o v) et ker(v o u). Le résultat de la question 1. reste-t-il vrai pour A =07

3. Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiére question reste vrai pour A = 0.
On pourra utiliser, sans démonstration, que 0 est valeur propre d’un endomorphisme w de E (espace de
dimension finie) si et seulement si detw = 0.

Corrigé exercice 83

1. Soit A # 0.
Si A valeur propre de uow alors 3z € E\ {0} / (uov)(z) = Az. (%)
On a alors v(u o v(z)) = Av(x) c’est-a-dire (vou)(v(x)) = Av(z) (¥x).
Si v(z) = 0 alors, d’aprés (), Az = 0. Ce qui est imppossible car z £ 0 et A # 0.
Donc v(x) # 0.
Donc, d’aprés (), v(x) est un vecteur propre de v o u associé a la valeur propre A.
2. On trouve que vou=Id et uowv : P— P(X) — P(1).
Ainsi ker(v o u) = {0} et ker(u o v) =Ry [X].
On observe que 0 est valeur propre de u o v mais n’est pas valeur propre de v o u.
On constate donc que le résultat de la question 1. est faux pour A = 0.

3. Si E est de dimension finie, comme det(u o v) = det u detv = det(v o u) alors :
0 est valeur propre de uov <= det(uov) =0 <= det(vou) =0 <= 0 est valeur propre de v o u.

Remarque 1 : le résultat de la question 1. est vrai pour A = 0 si et seulement si F est de dimension finie.
Remarque 2 :Si F est de dimension finie, u o v et v o u ont les mémes valeurs propres.
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EXERCICE 84 algébre

Enoncé exercice 84
1. Donner la définition d’un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni l'interprétation
géométrique, ni la démonstration de Pexistence d’un tel nombre).
2. Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de ’équation z™ = 1 et préciser leur nombre.

3. En déduire, pour n € N*| les solutions dans C de I'équation (z +14)" = (2 —i)" et démontrer que ce sont
des nombres réels.

Corrigé exercice 84

1. Soit z un complexe non nul. Posons z = x + iy avec x et y réels.
Un argument de z est un réel 6 tel que = = ' avec |z| = /22 + 2.

2|

2. Soit z = re' avec r > 0 et § € R.

r=1 r=1
Onaz"=1 < et = 2% et
nf =0 mod 27 G:JaveckEZ
2k " 2km
Les réels —, pour k € [0,n — 1], sont deux a deux distincts et V& € [0,n — 1], — € [0, 2.
n n
Or 0,22 — (Ci@ est injective.
0 — e

Donc, {e% aveck € [0,n — 1]]} est constitué de n solutions distinctes de ’équation 2" = 1.

Les solutions de I’équation 2™ = 1 étant également racines du polyndéme X" — 1, il ne peut y en avoir
d’autres. )

. . L . 2ikT
Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation z™ =1 est S = {e n aveck € [0,n — 1]]}

3. z =i n’étant pas solution de I'équation (z +1i)" = (2 — )",

(G4i) = (z—i)" > (”Z) —1

z—1

= er[[O,n—l]]telqueZ+Z_ e
-

<~ Jke[0,n—1]tel quez(lfe%) = —j (1+e2i’f">

En remarquant que z (1 - emfﬂ) =—1 (1 + eziv)fw) n’admet pas de solution pour £ = 0, on en déduit que :
2ikm
e n +1
(z+1)"=(z—9)" < 3Jke[l,n—1]tel quez:iT—'_l
e n —
ik ikm
2ikm - - km
e n 1 en e n 2cos (& 1
En écrivant ¢ —= Tl 71— + - =1 ( n ) = , on voit que les solutions sont des
eE 1 ik ik o (kr km
— - 2isin [ — tan(—)
en —e N n n
réels.
On pouvait aussi voir que si z est solution de 1'équation (z +i)" = (z —4)" alors |z +i| = |z — i| et donc le

point d’affixe z appartient a la médiatrice de [A, B], A et B étant les points d’affixes respectives i et —i,
c’est-a-dire a la droite des réels.
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EXERCICE 85 algébre

Enoncé exercice 85

1. Soient n € N*, P € R, [X] et a € R.
(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(1,Xfa,(Xfa)2,~~~ ,(Xfa)”).

(b) Soit r € N*. En déduire que :
a est une racine de P d’ordre de multiplicité 7 si et seulement si P(")(a) # 0 et Vk € [0,7 — 1],
P®)(a) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X° + aX? + bX et factoriser
alors ce polynéme dans R [X].

Corrigé exercice 85

" pk) (g
L P(X)=> P k!( )(X —a)k.
k=0

2.

a est une racine d’'ordre r de P <= 3Q € R,,_.[X] tel que Q (a) #0et P=(X —a)" Q

<~ 3(qo,.. qn_r) ER" ™ tel que gy A0 et P = (X —a)" Zqi (X —a)'
i=0
— 3(qo,-+qnr) ER" " telque go 0 et P = Z ¢ (X —a)t
i=0

— 3 (qo7 ceey qTL—T') € Rn7r+1 tel que qo 7& O et P = qu—r (X _ a)k
k=r

D’aprés la formule de Taylor (rappelée ci-dessus) et I'unicité de la décomposition de P dans la base
(1,(X —a),..., (X —a)") de R,[X] il vient enfin :

a est une racine d’ordre r de P <= Vk € {0,...,r —1} P® (a)=0et P (a)#0

3. D’aprés la question précédente,

1 est racine double de P = X% +aX? +bX <= P(1)=P (1)=0et P"(1)#0

l1+a+b=0
= 54+2a+b=0
20 + 2a # 0

<— a=-4detb=3

On obtient X°® —4X?2 +3X = X (X —1)%(X? +2X + 3) et c’est la factorisation cherchée car le discriminant
de X2 +2X + 3 est strictement négatif.
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EXERCICE 86 algébre

Enoncé Exercice 86

Soit p un nombre premier.
1. (a) Soit (a,b) € Z?. Prouver quesipAa=1et pAb=1, alors p A (ab) = 1.

(b) Prouver que Vk € [1,p — 1], p divise (Z) k! puis que p divise <i>

2. (a) Prouver que : Vn € N, n? =n mod p.
Indication : Procéder par récurrence.

(b) En déduire que : Vn € N, pne divise pas n = nP~! =1 mod p.

Corrigé exercice 86

1. (a) D’aprés le théoréme de Bézout,
I(uy,v1) € Z% tel que uyp +via =1. (1)
(ug,v2) € Z2 tel que usp + v2b = 1. (2)
En multipliant les équations (1) et (2), on obtient (ujusp + uiv2b + usvia)p + (vivg)(ab) = 1.
Donc, d’apreés le théoréme de Bézout, p A (ab) = 1.
(P Yyo_# _pe-1).(p-k+1)
(b) E ) K (p—k) !

Donc (Z) Kl=pp—1).(p—k+1).

donc p | (Z) k. (3)
Or,Vk e [l,p—1], pAk =1 (car p est premier) donc, d’aprés 1.(a), p A k! = 1.
Donc, d’aprés le lemme de Gauss, (3) = p/| (i)

2. (a) Procédons par récurrence sur n.
Pour n = 0 et pour n = 1, la propriété est vérifiée.
Supposons que la propriété (P,) : n? =n mod p soit vérifiée au rang n.

p—1
Alors, d’aprés la formule du bindéme de Newton, (n + 1)P = n? + Z (Z) nF+1. (4)

k=
p—1 '
Or, Vk € [1,p — 1], p|(z> done p | Z (Z)nk .
k=1

Donc d’aprés (4) et (P,), (n+1)? =n+1 mod p et (P,11) est vraie.

(b) Soit n € N tel que p ne divise pas n.
Comme p est premier, alors p An = 1.
La question précédente donne p divise n? —n = n(n?~1 —1).
Or comme p est premier avec n, on en déduit, d’aprés le lemme de Gauss, que p divise n?~! — 1.
Ce qui signifie que n?~! =1 mod p.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 104


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2015, CCP-MP

Mise a jour : 26/08/14

EXERCICE 87 algébre

Enoncé exercice 87

Soient ag, a1, - ,a, n+ 1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si by, by, -+ ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant

degP <mn et Vie{0,---,n} P(a;) =b;.

2. Soit k € [0,...,n].
Expliciter ce polynéme P, que 'on notera Ly, lorsque :

Vi€ [o,...,n] bi:{

3. Prouver que Vp € [0,...,n] , ZaiLk = XP,
k=0

Corrigé exercice 87

R,[X] — R*!
P = (Plao), P(ar),--- P (an))
Montrons que keru = {0} .

1. L’application w :

Osii#£k
1si

1=k

est linéaire.

Si P € keru, alors P (ag) = P(a1) =--- = P(a,) =0 et le polynéme P, de degré inférieur ou égal a n,
admet n + 1 racines distinctes.
Donc P = 0.
Ainsi u est injective et comme dimR,[X] =n + 1 = dim R"*! | 4 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Enfin les conditions recherchées sont équivalentes a : P € R, [X] et u (P) = (bo,...,by)-
La bijectivité de u dit que ce probléme admet une unique solution P et on a P = u~* ((bg,...,b,)).
2. Pour ce choix de bg, by, -+ ,b, le polynéme Lj vérifie les conditions :
. 0 si i#k
< ) =

deg Ly, < n et Vi € [0,n], Li(a;) { 1 s ik

Comme ag, . ..,05—1,0x+1, - - -, Ay SOt 1 racines distinctes de Li qui est de degré < n, il existe

nécessairement A € K tel que
n

Ly =AM (X - a)

La condition supplémentaire Ly (ar) = 1 donne A\ =

3. Soit p € [0,...,n].

et finalement :

Les polynémes Z ap Ly, et XP vérifient les mémes conditions d’interpolation :

k=0

degP <n et Vie{0,---,n} P(a;)=adl

n
Par 'unicité vue en premiére question, on a a’ L, = XP.
) k
k=0
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EXERCICE 88 algébre

Enoncé exercice 88

Soit (a,b) € R? et soit n € N*. Soit le polynome P = a X1 4+ bX" + 1.

1. Déterminer a et b pour que 1 soit racine d’ordre au moins 2 de P.

n—1
2. Dans ce cas, vérifier que le quotient de la division euclidienne de P par (X — 1)? est Z(k +1)X*.
k=0

Corrigé exercice 88

1. Pour que 1 soit racine d’ordre au moins 2 de P, il faut et il suffit que P(1) = P’(1) = 0.
a+b+1=0
(m+1)a+nb=0

a+b+1=0 at+b=-1 a=n
Or{(n+1)a+nb=0 {—n—l—a:O — {b:—n—l
Donc P=n X"t — (n+1) X" + 1.

Cela équivaut au systéme {

n—1
2. Vérifions que le quotient de la division euclidienne de P par (X —1)? est Q = Z(k +1) X*.

k=0
On a :
n—1 n—1 n—1
(X2-2X+1)xQ = Y (k+1)X"2 -2 (k+ )X+ (k+1)X*
k=0 k=0 k=0
n+1 n n—1
= Y (k—=1)XxF—2) kXF+> (k+1) X*
k=2 k=1 k=0
n—1 n—1
= Y (k=DXF4(n—DX"+nX" =23 kXF - 2X - 2nX"
k=2 k=2
n—1
+ 3 (k+1)X* +1+2X
k=2
n—1
= ) ((k=1)=2k+ (k+1) X" + X" — (n+ 1)X" +1
k=2

= nX"M —(n+1)X"+1
On vient d’établir que (X2 —2X +1) x Q = P.

n—1
Donc le quotient de P par (X — 1)% est Z(k +1) X*,
k=0
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EXERCICE 89 algébre

Enoncé exercice 89

Soit n € N tel que n > 2. On pose z = ¢’ .

1. On suppose k € [1,n — 1].
Déterminer le module et un argument du complexe z* — 1.
n—1 9
2. On pose S = 2% — 1|. Montrer que S = .
poe S22 "

Corrigé exercice 89
k2w km kmw km kir

& 7 7 — T — —i— 7 L k
l.2F—-1=e n —1=e n |[en —e N =e n?lSln(%)

N
i(—+—
c’est-a-dire zF — 1 = 2sin (ﬂ-) e n 2
n

k
Pour k € [1,n—1],ona 0 < ’%’T < 7, donc sin (;) > 0.

km

k
Donc le module de z* — 1 est 2 sin <7T> et un argument de z¥ —1 est — +
n

n

k
2. On remarque que pour k = 0, |z* — 1| = 0 et sin <7T> =0.
n

n—1
. . (k7
Donc d’aprés la question précédente, on a S = 2 E sin () .
k=0 "
n—1 . kﬂ-

Ppaddl
S est donc la partie imaginaire de T = 2 Z e n.
k=0

— l_eiﬂ' 4
Or,commeezn#l,onaT:2 = = -
e

17625 l1l—en

S T T T T
Orl—cn—c?2n (e_zQTl — e12n> — —2e 2n sin (l)

T
o L
On en déduit que T = — = —ie 2n.
—24 sin — sin —

2n 2n

™

En isolant la partie imaginaire de 7', et comme cos (21) #0 (n > 2), on en déduit que S =
n
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EXERCICE 90 algébre

Enoncé exercice 90

K désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient a1, as,as trois scalaires distincts donnés de K.

1. Montrer que ® : Ky[X] — K3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

P —  (P(a1), P(a2), P(a3))
2. On note (ey, e2,e3) la base canonique de K et on pose Vk € {1,2,3}, Ly = ®~!(ex).
(a) Justifier que (L1, Lo, L3) est une base de Ky[X].
(b) Exprimer les polynémes Ly, Ly et Lz en fonction de aq,as et as.

3. Soit P € Ky[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L1, Lo, L3).

4. Application : On se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les trois points
A(0,1),B(1,3),C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

Corrigé exercice 90

1. Par linéarité de ’évaluation P — P(a) (ol a est un scalaire fixé), @ est linéaire.

Soit P € Ky[X] tel que ®(P) = 0.

Alors P(ay) = P(az) = P(ag) =0, donc P admet trois racines distinctes.
Or P est de degré inférieur ou égal a 2; donc P est nul.

Ainsi, ker(®) = {0} i.e. ® est injective.

Enfin, dim (K3[X]) = dim (K®) = 3 donc ® est bijective.

Par conséquent, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels de Ky [X] dans K3.
2. (a) ® est un isomorphisme donc I'image réciproque d’une base est une base.
Ainsi, (L1, Lo, L3) est une base de Ky[X].
(b) Ly € Ry[X] et vérifie ®(L;) = (1,0,0) i.e. (Li(ar), L1(az), L1(as)) = (1,0,0).
Donc, comme as et ag sont distincts, (X — a2)(X — ag) | L.
Or deg Ly < 2, donc 3k € K tel que L zlk‘(X —a2)(X — a3).

La valeur Li(a;) =1 donne k =
(X — a2)(X — a3)
(a1 — az)(a1 — az)

(a1 —az)(a1 —az)’

Donc L1 =

(X —a1)(X —a3) (X —a1)(X —ap)
(az — a1)(az — as) (a3 — a1)(az — az)’
3. (L1, La, L3) base de Ky[X] donc I(A1, A2, A3) € K3 tel que P = ALy + AaLa + A3L3.

Par construction, V(i, j) € {1,2,3}2, L;(a;) = §;; donc P(a;) = A;.

AAiHSi7 P = P(al)Ll + P(GQ)LQ + P(a3)L3.
4. On pose a; =0, as = 1 et ag = 2. Ces trois réels sont bien distincts.

On cherche P € Ry[X] tel que (P(ay), P(az), P(as)) = (1,3,1).

Par bijectivité de ® et d’aprés 3. , 'unique solution est le polynéme P = 1.1 + 3.Ly + 1.L3.
X-1)(X-2 X(X -2 XX -1
Onale( )2( ),LQZ ( )etL3:¥.

-1 2
Donc P = —2X2 +4X + 1.

Un raisonnement analogue donne Ly = et Lz =
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EXERCICE 91 algébre

Enoncé exercice 91

0 2 -1
On considére la matrice A= [ -1 3 —1| € M3(R).
-1 2 0

Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que 'on déterminera.
La matrice A est-elle inversible ? Est-elle diagonalisable ?

Déterminer, en justifiant, le polynéme minimal de A.

- W b

Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X" par (X —1)? et en déduire la valeur de A™.

Corrigé exercice 91

1. Déterminons le polyndéme caractéristique x4 de A :

X -2 1 X-1 -2 1
xaX) = [ 1 X-3 1 = X-1 X-3 1
1 -2 X 3 X-1 -2 X
Clezcl
=1
1 -2 1 1 =2 1
= X-1|1 X-3 1 = (X-1D|0 X-1 0
1 -2 X | z2cpon 0 0 X-1
= (X-1)

Donc y4(X) = (X —1)3.
Donc A admet 1 comme unique valeur propre.

2. Puisque 0 n’est pas valeur propre de A, A est inversible.
Si A était diagonalisable elle serait semblable & la matrice identité et donc égale a la matrice identité.
Puisque ce n’est pas le cas, A n’est pas diagonalisable.

3. Notons P, le polynéme minimal de A.
P, divise x4 et P,, est un polynéme annulateur de A.

-1 2 -1\ /-1 2 -1 00 0
A-I;#£0et (A-I)2=[-1 2 -1|[-1 2 =1]={0 0 0
—1 2 -1/ \-1 2 -1 00 0

Donc P, = (X —1)2.

4. Soit n € N. Par division euclidienne de X™ par (X — 1)?
INQ,R) e RIX] x Ry[X], X" = (X —1)2Q+R (1)
Or, 3(a,b) € R?, R = aX + b done X" = (X — 1)2Q + aX +b.

Puisque 1 est racine double de (X — 1)? on obtient : 1 = a + b et, aprés dérivation, n = a.
Donc R=nX+1-—n. (2)
P,, = (X — 1)? étant un polynéme annulateur de A on a d’aprés (1) et (2) :

)

VneN, A" =nA+(1—n)ls
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EXERCICE 92 algébre

Enoncé exercice 92
Soit n € N*. On considére E = M,,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

On pose V(4, B) € E?, (A, B) = tr(*AB) ou tr désigne la trace et ‘A désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que (,) est un produit scalaire sur E.
2. On note S, (R) lensemble matrices symétriques de E et A, (R) ensemble des matrices antisymétriques de
E.
(a) Prouver que E = S, (R) ® A4, (R).
(b) Prouver que S, (R) = A, (R)*.

3. Soit F' I'ensemble des matrices diagonales de F.
Déterminer F-.

Corrigé exercice 92

1. (,) est linéaire par rapport & sa premiére variable par linéarité de la trace, de la transposition et par
distibutivité de la multiplication par rapport & I’addition dans F.
De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a :
V(A,B) € E? (A, B) = tr('AB) = tr(*(*AB)) = tr(‘BA) = (B, A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que (,) est bilinéaire et symétrique. (1)

Soit A = (Ai’j)1<i,jgn € F.
(A,A):tr(tAA):ZfAA ZZ zkAkJ_ZZA donc (A, A) >0
i=1 =1 k=1 i=1 k=1

Donc (,) est positive. (2)
Soit A = (4; ) € E telle que (A, A) =0.

1<i,j<n

Alors 3 N A7, =0.0r, Vi € [1,n], Vk € [1,n], 43 ; > 0.
i=1 k=1

Donc Vi € [1,n], Yk € [1,n], Ag; = 0. Donc A = 0.

Donc (,) est définie. (3)

D’apres (1),(2) et (3), (,) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (A, B) € E2.
OH pose A = (Ai’j)lgi,jgn et B (Bij)l<b Jg!L.

Alors (A, B) = tr('AB) = Z (‘AB);; = Z Z )i Bri = Xn: Xn:Ak,in,,- :

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
Donc (,) est le produit scalaire canonique sur E.

2. (a) Soit M € S,,(R) N A, (R).
alors ‘M = M et M = —M donc M = —M et M = 0.
Donc S, (R) N A, (R) = {0}. (1)
Soit M € E. . .
M + M M — M
Posons S = % et A= ——.
OnaM=5+A.

M + M 1 1
tS:t(—; > =3 (‘M +t('M)) = 3 (‘M + M) =8, donc S € S, (R).
_t
PA= w :%(tM—t(tM)):%(tM—M):—A, donc A € A, (R).
On en déduit que F = S,(R) + A, (R). (2)
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D’aprés (1) et (2), E = S,(R) @ A, (R).
Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthése pour prouver que
E = S,(R)® A, (R).

(b) Prouvons que S, (R) C A, (R)*.
Soit S € S, (R).
Prouvons que ¥ A € A,(R), (S,A) =0.
Soit A € A, (R).
(S,A) =tr("SA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—'AS) = —tr(*AS) = — (4, 5) = — (S, A).
Donc 2 (S, A) =0 soit (S, A) =0.

On en déduit que S, (R) C A, (R)+ (1)
De plus, dim 4, (R)* =n — dim 4, (R).
Or, d’apres 2.(a), E = S, (R) ® A, (R) donc dim S, (R) = n — dim 4, (R).
On en déduit que dim S, (R) = dim A, (R)*. (2)
D’aprés (1) et (2), S, (R) = A, (R)*.
3. On introduit la base canonique de M, (R) en posant :
. . 1 sik=ietl=j

Vie[1,n], V5 €[l,n], E;; = (ek’l)lgk,lgn avec ey | = { 0 sinon

On a alors F' = Vect (E1 1, E2.2, ..., Enp)-

Soit M = (mi,j) € FE.

1<i,j<n
Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,

M e Ft < Vie[l,n], (M,E;;) =0<+=Viec[l,n], m; =0.
Donc - = Vect (B tel que (i, ) € [1,n] eti # j).

En d’autres termes, F+ est 'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.
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EXERCICE 93 algébre

Enoncé exercice 93

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension 3, orienté par la base orthonormée (3, j, k).

3 V6

1
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base (i, j, k) est A = i 1 3 —v6|.
V6 V6 2
1. (a) Prouver que f est un endomorphisme orthogonal.
(b) Déterminer l'ensemble des vecteurs invariants par f.

2. En déduire la nature de f ainsi que ses éléments caractéristiques.

Corrigé exercice 93

1. (a) Les vecteurs colonnes de la matrice A sont deux a deux orthogonaux et de norme 1, donc A € O(3).
Or (4,7, k) est une base orthonormée de F, donc f € O(E).

x
(b) Pour déterminer les vecteurs invariants, on résout le systétme AX =X ou X = |y
z

z—y—6z=0

AX =X +—= A-L)X=0<={ z2—y—V62=0

—z4+y+v62=0 {
—\/éx—i-\/éy—Qz:O

—\/éx—l-\/gy—Zz:O

Donc AX = X — { =Y
Lo+ Lo++V6L1 z=0

Donc 'ensemble des vecteurs invariants par f est la droite A = Vect(i + j).

2. Comme dim A = 1, d’aprés les résultats sur la réduction d’une isométrie vectorielle en dimension 3, f est
nécessairement une rotation.
On oriente 'axe A de cette rotation par le vecteur 7 + j.

Déterminons 'angle 6 de la rotation f.
Comme la trace est invariante par changement de base, 1 + 2cosf = trA.
On en déduit que cos = 3. (1)
Il reste donc a déterminer le signe de sin 6.
1+ J 1
SAE RN
AR
On a donc A = Vectw avec w unitaire.
Si w est un vecteur unitaire orthogonal a A, alors sin § = Det(u, f(u),w). Prenons par exemple u = k.

On a f(u) = (@,—@, %)

On calcule alors le déterminant :

On pose w =

| S

Det(u, f(u),w) =

]
|
o= ol
osl-g

c’est-a-dire sinf = @ On en déduit que 6 = g mod(2m).
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EXERCICE 94 algébre

Enoncé exercice 94

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u € L(E) tel que u® + u? +u = 0.
On notera Id I'application identité sur F.

1. Montrer que Imu & keru = F.
2. (a) Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynomes.
(b) En déduire que Imu = ker(u? + u + Id).

3. On suppose que u est non bijectif.
Déterminer les valeurs propres de u. Justifier la réponse.

Remarque : les questions 1. , 2. et 3. peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

Corrigé exercice 94

L. Onauwd+u?>+u=0 (%)
Soit y € Imu N ker u.
Alors 3z € E tel que y = u(z) et u(y) = 0.
Donc, d’aprés (*), 0 = u?(z) +u?(z) + u(z) = v?(y) +uly) +y =0 .
™ 7
Donc y = 0.

Donc keruNImu = {0}. (1)
De plus, d’aprés le théoréme du rang, dim E = dim ker u + dim Imu. (2)

Donc, d’apres (1) et (2), E = keru @ Imu.

2. (a) Lemme des noyaux pour deux polynomes :
Si A et B sont deux polynémes premiers entre eux, alors ker(AB)(u) = ker A(u) @& ker B(u).

(b) On pose P = X3+ X2+ X. P est un polynome annulateur de u donc ker P(u) = E.
P=X(X?+ X +1). De plus, X et X? 4+ X + 1 sont premiers entre eux.
Donc, d’aprés le lemme des noyaux, E = ker u @ ker(u? + u + 1d).

On en déduit que dimker(u? + u + 1d) = dim E — dim keru = dim Imu.  (3)

Prouvons que Imu C ker(u? + u + Id).
Soit y € Imu.
alors 3z € E tel que y = u(x).
(u? +u+1d)(y) = (u® + u? + u)(z) = 0 d’aprés (*).
Donc y € ker(u? + u + Id).
On a donc prouvé que Imu C ker(u? +u +1d). (4)
Donc, d’aprés (3) et (4), Imu = ker(u? 4+ u + 1d).
3. P=X3+X?+ X = X(X?+ X + 1) est un polynéme annulateur de wu.
Donc si on note sp(u) ensemble des valeurs propres de w alors sp(u) C {racines réelles de P}.
Or {racines réelles de P} = {0} donc sp(u) C {0}. (5)
Or u est non bijectif donc, comme u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, u est
non injectif.
Donc keru # {0}, donc 0 est valeur propre de u. (6)
On en déduit, d’aprés (5) et (6), que sp(u) = {0} .
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EXERCICE 95 algébre

Enoncé exercice 95

1.
2.

On consideére le systéme (.5) : {

Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € N.

Prouver que : (alcet blc) <= ablc.

x
x

6 mod(17)

4 mod(15) dans lequel 'inconnue x appartient a Z.

(a) Déterminer une solution particuliére z¢ de (S) dans Z.

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (.59).

Corrigé exercice 95

1. Théoréme de Bézout :

Soit (a,b) € Z2.
anb=1<+= I(u,v) € Z* /au+bv = 1.
. Soit (a,b) € N2. On suppose que a A b= 1.
Soit ¢ € N.
Prouvons que ablc = a|c et b|c.
Si ab|c alors 3k € Z / ¢ = kab.
Alors, ¢ = (kb)a donc alc et ¢ = (ka)b donc bc.

Prouvons que (alcet b|c) = ablc.

aAb=1donc I(u,v) € Z* Jau+bv=1. (1)

De plus a|c donc 3k; € Z / ¢ = kra. (2)

De méme, b|c donc Fky € Z / ¢ = kob. (3)

On multiplie (1) par ¢ et on obtient cau + cbv = c.

Alors, d’aprés (2) et (3), (k2b)au + (k1a)bv = ¢, donc (kou + kq1v)(ab) = ¢ et donc ablc.

On a donc prouvé que (a|cet b|c) <= abc.

3. (a) Premiére méthode (méthode générale) :

Soit = € Z.
' ) ) xr=6+ 17k
x solution de(S) <= 3(k, k') € Z* tel que z =4+ 15k'
r=6+17k

< F(k,k') € Z* tel que

Or 6+ 17k =4 + 15k’ < 15k’ — 17k = 2.

Pour déterminer une solution particuliére xy de (), il suffit donc de trouver une solution particuliére
(ko, k() de I’équation 15k" — 17k = 2.

Pour cela, cherchons d’abord, une solution de I’équation 15u + 17v = 1.

17 et 15 sont premiers entre eux.

Déterminons alors un couple (ug, vg) d’entiers relatifs tel que 15ug + 17vy = 1.
Ona:17=15x1+4+2puis15=7x2+1.

Alors 1 =15—-7%x2=15-7x (17T—-15x1)=15—-17Tx7+15x7=15x8—-17x 7

Donc 8 x 15+ (=7) x 17 =1

Ainsi, 16 x 15 + (—14) x 17 = 2.

6+ 17k =4+ 15k’

On peut prendre alors kf, = 16 et ko = 14.
Ainsi, xg = 6+ 17 X kg = 6 4+ 17 x 14 = 244 est une solution particuliére de (.5).

Deuxiéme méthode :
En observant le systéme (.5), on peut remarquer que xg = —11 est une solution particuliére.
Cette méthode est évidemment plus rapide mais ne fonctionne pas toujours.
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(b)

. D g = 6 mod(17)
x solution particuliére de (S) donc { v = 4 mod(15) °

T — T 0 mod(17)
r—x9 = 0 mod(15)
c’est a dire x solution de (5) <= (17|x — x¢ et 15|z — z9).

Or 17 A 15 =1 donc d’apreés 2., z solution de (S) <= (17 x 15)|z — zo.

Donc I'ensemble des solutions de (S) est {zo + 17 x 15k, k € Z} = {244 + 255k, k € Z}.

On en déduit que x solution de (S) si et seulement si {

. L g = 6 mod(17)
xo solution particuliére de (S) donc { 7o = 4 mod(15) °

. . . . r—x9 = 0 mod(17)
On en déduit que x solution de (S) si et seulement si -2 = 0 mod(l5)

c’est-a~dire : z solution de (S) <= (17|z — xg et 15|z — ).
Or 17 A 15 =1 donc, d’aprés 2., x solution de (S) < (17 x 15)|z — xo.

Donc ’ensemble des solutions de (S) est {xg + 17 x 15k, k € Z} = {244 + 255k, k € Z}.

BANQUE PROBABILITES

EXERCICE 96 probabilités

Enoncé exercice 96

Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a)
(b)

Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.

(a)
(b)

Déterminer la loi de X.

Déterminer la loi de Y.

Corrigé exercice 96

1. (a)

L’expérience est la suivante : I’épreuve "le tir d’'une boule dans I'urne" est répétée 5 fois.
Comme les tirages se font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes.

Chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le joueur tire une boule blanche (succés avec la

1
probabilité p = 0= g) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité —).

La variable X considérée représente donc le nombre de succés au cours de I'expérience et suit donc une

loi binomiale de parameétre (5, g)

S

Clest-a-dire X () = [0,5] et : Vk € [0,5], P(X = k) = (5)(5

1, 4
k 5

1 1 1 4
Donc, d’apres le cours, E(X) =5 X E= let V(X)=5x £ X <1 — 5> =-=0,8.

D’aprés les hypothéses, on a Y = 2X — 3(5 — X), c’est-a-dire Y = 5X — 15.
On en déduit que Y (Q2) = {5k — 15 avec k € [0,5]} .

Bt ona Yk € [0,5], P(Y =5k — 15) = P(X = k) = (7)

Y =5X — 15, donc E(Y) =5E(X) — 15 =5 — 15 = —10.
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4
De méme, ¥ = 5X — 15, done V/(Y) = 25V (X) = 25 x - =20.

2. Dans cette question, le joueur tire successivement, sans remise, 5 boules dans cette urne.

(a)

Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans 'urne en
une seule fois au lieu de les tirer successivement. Cette supposition ne change pas la loi de X.

X(Q) =1[0,2].

Notons A ’ensemble dont les éléments sont les 10 boules initialement dans I'urne.

Q est constitué de toutes les parties & 5 éléments de A. Donc card 2 = 5

Soit k € [0, 2].
L’événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et (5 — k) boules noires dans

2 8
I'urne. Il a donc (k’ possibilités pour le choix des boules blanches et (5 k) possibilités pour le choix

des boules noires.

Donc : Vk € [0,2], P(X = k) = M

10
(5)
On a toujours Y = 5X — 15.
On en déduit que Y (Q2) = {5k — 15 avec k € [0,2]} .

Et on a Vk € [0,2], P(Y:5k—15):P(X:k):(2>X<8).

(5)
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EXERCICE 97 probabilités

Enoncé exercice 97

On admet, dans cet exercice, que : Vg € N*, Z <

k +oo k 1
>qu converge et Vo € |—1,1], ( )xkq -
k>q (

q

Soit p € 10, 1] et r € N*.

On dépose une bactérie dans une enceinte fermée a I'instant ¢ = 0 (le temps est exprimé en secondes).
On envoie un rayon laser par seconde dans cette enceinte.

Le premier rayon laser est envoyé a I'instant ¢ = 1.

La bactérie a la probabilité p d’étre touchée par le rayon laser.

Les tirs de laser sont indépendants.

La bactérie ne meurt que lorsqu’elle a été touchée r fois par le rayon laser.

Soit X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la bactérie.

1. Déterminer la loi de X.

2. Prouver que X admet une espérance et la calculer.

Corrigé exercice 97

1. X(Q) = [r, +oo.
Soit n € [r, +oo].
(X = n) signifie que n tirs de laser ont été nécessaires pour tuer la bactérie.
C’est-a-dire que, sur les n — 1 premiers tirs de laser, la bactérie est touchée (r — 1) fois et non touchée
((n —1) — (r — 1)) fois et enfin elle est touchée au ni®™e tir.

Sur les (n — 1) premiers tirs, on a (fj) choix possibles pour les tirs de laser qui atteignent la bactérie.

n—1

On en déduit alors que : P(X =n) = ( )
r—

>p7‘1(1 _p)(nfl)f(rfl) X p.

-1
Cest-a-dire : Vn € [r,+oo[, P(X =n) = (Z 1)pr(1 —-p)"".

2. On considére la série Z nP(X =n).
n>r

Soit n € [r, +o0of.
nP(X =n) = n<7;: i)p”(l —p)"T = nmpr(l -p) = rmpr(l —p)

Cest-a-dire : nP(X =n) = r(n>pr(1 —p)" .
r
n
Donc : —n) =rp" — )
onc ZnP(X n)=rp Z <r) (I1-p)
n>r n>r
Or, par hypotheése, p € ]0, 1] donc (1 — p) €]0, 1].

On en déduit, d’aprés le résultat admis dans ’exercice, que Z nP(X = n) converge et donc F(X) existe.

n>r

+o0 =/
De plus, E(X) = > nP(X =n) =rp" ) (T> (I—p)" " = T(l_(lpw :

r

r

Clest-a-dire E(X) =
p
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EXERCICE 98 probabilités

Enoncé exercice 98

Soit a € ]0, +oo].
Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N2 dont la loi est donnée par :

Jtk
(j+k)<2)
, 2 iV o1y
VG k) €N P(X =Y = ) = —— i

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Prouver que E [2XTY] existe et la calculer.

Corrigé exercice 98

n

+oo
" T
On rappelle que Vz € R, E — converge et E — = e”.
n! n!
0

1. Y() =N.
Soit k € N.
1 Jj+k
e too (J + k) <2>
Jj=0 j=0
1 Jjtk 1 k+1 1 j—1 1 j+k
) G 6 /()
2 2 2 9
Z e 1Kl Y Z G- donc Z W converge et
j20 jz1 Jjz0
.<1>J‘+’f (1>k+1 (1>j—1 (1)k+1 (1)k+1
+oo J | 5 = doo | = = -
2 2 2 2 N 2
jZ::O ejl k! T ekl ; (j— 1)' T ek! €= kl\/e (*)- (%)
) +6) 6) )

2 2 2 2

De mé - \+/
e méme, = ejlk! ek! ; ;! donc jz>:0 e 1Kl converge et
1 Jj+k 1 k 1\ 1 k 1 k
; ejl k! T ek jgo 4! Y ez = NG (). (%)

Donce, d’aprés (*) et (**), on en déduit que :

k+1 k k
o B G

Pour des raisons de symétrie, X et ¥ ont la méme loi et donc :

G+9(3)
X(@)=Net¥jeN, P(X =j) = =i,

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car :
P(X=0,Y=0)=0et P(X=0)P(Y =0) #0.
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2. Posons V(j,k) € N2, a; ), = 29*P(X =4, Y = k).
Onaaji= Jtk _ k
PET ek T ek e k!
j 1 1 X 11 1
VkENZW:@ZW converge et ZW:%ZW:E
320 jz1 j=0 j=1
) k k 1 =k k 1k
De méme, Z T @Zﬁ converge et Z e @Z? =
Jj=0 j=0 j=0 j=0
. 1 k 1 +o00 +o0 k
Ensuite, ZE et Z i ZW
k>0 k>0

convergent. De plus Z i e et Z i e
k>1 ’ k=0 k=0
Donc la famille (a;x)j,x)en> est sommable.

On en déduit que E [2XTY] existe et E [2XTY] = 2e.
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EXERCICE 99 probabilités

Enoncé exercice 99

Une secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n correspondants distincts.
On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p(p € 10, 1]).
Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.
1. Donner la loi de X. Justifier.
2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.
(a) Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k| X = ).
(b) Prouver que Z = X 4+ Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.

(¢) Déterminer I'espérance et la variance de Z.

Corrigé exercice 99

1. L’expérience est la suivante : ’épreuve de ’appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est
répétée n fois et ces n épreuves sont mutuellement indépendantes.
De plus, chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec la probabilité p
(succes) ou le correspondant n’est pas joint avec la probabilité 1 — p (échec).
La variable X considérée représente le nombre de succés et suit donc une loi binémiale de paramétres (n, p).

Clest-a-dire X (Q2) = [0,n] et Vk € [0,n] P(X =k) = (Z)pk(l —p)nk.

2. (a) Soit i € [0,n]. Sous la condition (X = 14), la secrétaire rappelle n — i correspondants lors de la seconde
série d’appels et donc :

n—1i\  o\n—i—k o
P(Y = k| X = i) = < i )p (1-p) si ke [0,n—i]
0 sinon
k k
(b) Z(Q) =[0,n)] et Vk € [0,n)] P(Z=k)=> P(X =inY =k—i)=» P =k—ilX =i)P(X =i).
i=0 i=0
Soit k € [0,n]. D’aprés les questions précédentes, P(Z = k) = (n ! ( ) p)2nkl

=

Or (Z_i) <7Z) T (n)(i)'—z)w (nn!— )l (k—z')!z!z—k)!i! - (k—;).u ! (n— I <f) <Z)

ootz =3 (1) (= (- () (755)-

Donc d’aprés le blnome de Newton,

Pz =)= (D)o —pes (222) = (1) - ()

On vérifie que 1 — p(2 — p) = (1 — p)? et donc on peut conclure que :

Z suit une loi binomiale de parameétre (n, p(2 — p)).

(¢) D’apres le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n,p(2 — p)), alors :
E(Z) =np(2 —p) et V(Z) =np(2 —p) (1 = p(2 = p)) = np(2 = p)(p — 1)*.
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EXERCICE 100 probabilités

Enoncé exercice 100

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé Tchebychev.

2. Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et admettant un

moment d’ordre 2. On pose S, = Z Y.

k=1
S V(Y]
Prouver que : Va € 0, +o0], P( f—E(Yl) 2@) < rfa;)'

3. Application :
On effectue des tirages successifs, avec remise, d’une boule dans une urne contenant 2 boules rouges et 3
boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges
obtenues restera comprise entre 0,35 et 0,457
Indication : Considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure lissue du i™® tirage.

Corrigé exercice 100

1. Soit a € ]0, +oo[. Pour toute variable aléatoire X admettant un moment d’ordre 2, on a :

P(X - B(X)| > a) < L&,

2. On pose X = &
Par linéarité de 'espérance et comme toutes les variables Y; ont la méme espérance, on a E(X) = E(Y7).
De plus, comme les variables sont mutuellement indépendantes, on a V(X) = EV(SR) = %V(Yl).
Alors, en appliquant 1. & X, on obtient le résultat souhaité.

3. Vi € N*, on considére la variable aléatoire Y; valant 12si la 71™¢ boule tirée est rouge et 0 sinon.

-=0,4.

Les variables Y; suivent la méme loi, sont mutuellement indépendantes et admettent des moments d’ordre 2.
On a d’apres le cours, Vi € N, E(Y;) = 0,4 et V(Y;) =0,4(1 —0,4) = 0,24.

Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre p avec p =

On pose S, = Z Y;. S, représente le nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

i=1
n

> Y
Alors T, = =2 représente la proportion de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

n
On cherche a partir de combien de tirages on a P(0,35 < T, < 0,45) > 0,95.

Sh Sh
Or P(0,35 < T, < 0,45) = P (0,35 < ~* < 0,45 P<0,05< ——B(Y) <0,05>

=P (‘Sn” — E(WY)

<0,05> :1—P<‘Sn”—E(Y1)

> 0,05).

Sn
On a donc P (0,35 <7, <0,45)=1—P ( — —EMW)| > 0,05).
n
Or, d’aprés la question précedente, P (|22 — B(v1)| > 0,05) < —222
r, d’aprés la question précédente — = >0, < —.
) p q 1% ) n 1 n(O, 05)2
0,24
D P(0,35<T,<0,45)>1— ————.
one P(0, ) 1(0,05)2
0,24
Il suffit alors pour répondre au probléme de chercher & partir de quel rang n, on a 1 — W > 0,95.
n )
La résolution de cette inéquation donne n > — c’est-a-dire n > 1920.

0,058
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EXERCICE 101 probabilités

Enoncé exercice 101
Soit A € ]0, 4-o00].
Soit X une variable aléatoire discréte & valeurs dans N*.

On suppose que Vk € N*, P(X =n) = T DM
1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) = m
2. Calculer .

3. Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

4

. X admet-elle une variance ? Justifier.

Corrigé exercice 101

1 1 + 1
2 x+1 2(z+2)

1. On obtient R(z) =

2. Soit N € N*. v v N
+1 +2
1 1 1 1 1 1
)=\ S B Lt 1
Z( n+1+2(n+2)) (2;71 n2n+2n3n>
Et d s tel Px<N)=x(t+l1_1 L, 1 ‘est-a-di
n r <N)=A[=+-—-=— -a-dire :
onc, aprés télescopage, 3t 1 2 TN+ ANt 2N £ c’est-a-dire
1 1 1
P(X<N)=X(-— G
( ) (4 2(N+1)+2(N+2)> ®)
Or lim P(X<N)=
N+—=—+oo
Donc d’apres (*), A = 4.
3 ZnP(X—n)—Z$conver e car au voisinage de 400 __ 4
' YT )t 2) & & A D(n+2) £ n?

n=1 n>=1
Donc X admet une espérance.

) n n 4 n 1 1
DepluS,VnGN,Sn:ZkP(X:k):ZMM:4;(IH1_M>:

k=1
n n+1
4
4 = .
<k 1k+1 Zk ) Cn+2

Donc nmloo;kp =k)=2et BE(X)=2.

4. Comme E(X) existe, X admzttra une variance 4 condition que X2 admette une espérance.
9 R n
;n P =mn) _n%:l CERICED)
% ol % et %i diverge (série harmonique).
Donc Z n?P(X = n) diverge. i
Donc 3(221 n’admet pas d’espérance et donc X n’admet pas de variance.

Or, au voisinage de +oc0,
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EXERCICE 102 probabilités

Enoncé exercice 102

Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A,B et C.

A T'instant t=0, il se trouve au point A.

Quand il a épuisé I'eau du point ou il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux autres points
d’eau.

L’eau du point qu’il vient de quitter se régénére alors.

Soit n € N.

On note A,, I'événement” ’animal est en A aprés son ni®™® trajet".
On note B,, I'événement" I’animal est en B aprés son n'®™® trajet".
On note C,, 'événement" I’animal est en C aprés son ni®™¢ trajet".

On pose P(A,) = an, P(B,) = by et P(C,) = ¢y.
1. (a) Exprimer, en le justifiant, a,,+1 en fonction de a,, b, et ¢,.

(b) Exprimer, de méme, b,,11 et ¢,+1 en fonction de ay, b, et c,.

11
0 3 3
2. On considére la matrice A = % 0 %
1 1
5 2 0

(a) Justifier, sans calculs, que la matrice A est diagonalisable.
1
(b) Prouver que —3 est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de M3(R) telles que D = P~1AP.
Remarque : Le calcul de P~! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a,,, b,, et ¢, en fonction
de n.
Remarque : Aucune expression finalisée de a,, b, et ¢, n’est demandée.

Corrigé exercice 102

1. (a) (An, Bn,Cy) est un systéme complet d’événements donc :
P(An+1) = P(An41]An) P(An) + P(An41]Bn) P(By) 4+ P(Ania|Cr) P(Cr).

donc an 41 = Oa, + %bn + %cn c’est-a-~dire a,,4+1 = %bn + %cn.

(b) De meéme, bn+1 = %an + %Cn et cpp1 = %an + %bn

2. (a) A est symétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable.

1 1 1 11 1
(by A+ -Iz3=—-|1 1 1| doncrg (A+-I3])=1.
2 2 11 1 2

Donc —3 est valeur propre de A et dim E_1(A)=2.

1
1
L’expression de A + 5[3 donne immédiatement que E_1 (A) = Vect 0 1
—1 —1
(¢) Puisque tr (A) = 0, on en déduit que 1 est une valeur propre de A de multiplicité 1.
A étant symétrique réelle, les sous-espaces propres sont supplémentaires sur R? et orthogonaux deux &
deux.

L 1
On en déduit que R?* = E_1(A) @ E;(A), donc que Ey(A) = (E7% (A)) .

_1
2
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1
Donc E;(A) = Vect 1
1
1 1 0 1 0 0
Enposant P=1[1 0 1 leeD=10 -1/2 0 ,on aalors D =P 1AP.
1 -1 -1 0 0 -1/2
An41 Qp
(d) D’apres la question 1., | bp41 | = A bn
Cn+1 Cn
Et donc on prouve par récurrence que :
Qp, ap
Vn € N, b, =A"| by
Cp, Co
Or A=PDP~! donc A" = PD"P~ 1,
Qanp 1))
Donc by, = pprp-1 bo
Cn Co
Or, d’aprés ’énoncé, ag =1, bg = 0 et ¢y = 0 donc :
an -H" o0 o0 1
b | =P 0 (=" o [P o0
Cn 0 0 1 0
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EXERCICE 103 probabilités

Enoncé exercice 103

Soit NV € N*.
Soit p € 10,1[. On pose ¢ =1—1p
On considére N variables aléatoires X1, Xs, -+ , Xy définies sur un méme espace probabilisé (2, T, P),

mutuellement indépendantes et de méme loi géométrique de paramétre p.
1. Soit 7 € [1, N]. Soit n € N*.
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).

2. On considére la variable aléatoire Y définie par ¥ = m_i<n (X5).

X

c’est a dire Vw € Q, Y (w) = min (X3 (w), -+ , Xp(w)), min désignant « le plus petit élément de ».

(a) Soit n € N*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).

(b) Prouver que Y admet une espérance et la calculer.

Corrigé exercice 103

1. Soit i € [1, N].
X;(Q) = N* et Vk € N*, P(X- =k)=p(1—p)Ft =pgt.

1—
Alors on a P(X ZP quk_l =p _q =1-—q".

Donc P(X; >n)=1-— P(Xi <n)=q".
2.(a) Y(Q2) = N*.
Soit n € N*.
PY>n)=P(Xi>n)Nn---N(Xny >n))
N

Donc P(Y > n) = H P(X; > n) car les variables X1, -, Xy sont mutuellement indépendantes.

= 1
Donc P(Y > n) Hq" = ¢V

Or P(Y )—1—P(Y>n)

donc P(Y <n)=1-q¢"N.

Calcul de P(Y =n) :

Premier cas : si n > 2.

PY=n)=PY <n)—PY <n-1).

Donc P(Y =n) = "IN (1 — ¢M).

Deuxiéme cas : sin = 1.
PY=n)=PY=1)=1-PY >1)=1-4"
Conclusion : Vn € N*, P(Y =n) = ¢~ DN(1 —¢V).

(b) On considére la série entiére Zx” dont le rayon de convergence vaut 1.
+oo

On pose Vz € |-1,1[, f(z) = Zx". On aVz €]-1,1[, f(z) = 1.
n=0
D’aprés le cours sur les séries entiéres, le rayon de convergence de la série dérivée Z na" !
n>1
également 1 et f est dérivable sur |—1,1].
1

De plus on a : Vz € |-1,1], f'(z) = na" = ———

L f@) = T

OanP =(1-g¢q )Zn(qN)n_l.

n>1 n>1
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Donc, d’aprés ce qui précéde, Z nP(Y = n) converge car ¢~ €]0,1].

n<l
= 1 1—g"N 1
Donc Y admet une espérance et E(Y) = (1 — ¢V n (¢N "= ————,donc E(Y) = .
()= =) L) = = )= =
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EXERCICE 104 probabilités

Enoncé exercice 104

Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.
Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé.
1. (a) Soit X3 et Xo deux variables aléatoires définies sur (2, A).

On suppose que X; et Xo sont indépendantes et suivent une loi de Poisson, de paramétres respectifs A;

et /\2.
Déterminer la loi de X7 + X5.
(b) En déduire lespérance et la variance de X7 + Xo.
2. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (9, A, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de paramétre .

On suppose que X () = N et que Vm € N, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi

binomiale de paramétre (m,p).
Déterminer la loi de X.

Corrigé exercice 104
1. (a) Xl(Q) =Net XQ(Q) = N donc (Xl + Xg)(Q) =N.
Soit n € N. .

(X1 + X5 = n) = U

k=0

Donc :

P(X1 —|—X2:n)

(X1 =k)N (X2 =n—k)) (union d’événements deux a deux disjoints).

Y P((X1=k)N(X2=n—k)
k=0

Z P(X, =k)P(Xy =n — k) car X; et X5 sont indépendantes.
k=0

- \F PVt e~ (AMitA2) I n!
— -1 1 — A2 2 _ )\k}\n—k
;}6 KO k) a2 Hl(n— k)
7()\1+A2) n A )\ n
_ TR G (1 bk _ o Ouan) A A2)"
N n! Z <k> ArAg T = e n!

k=0
Ainsi Xl + X2 ~ P()\l + )\2)

(b) X1+ Xg ~ 'P(/\l + /\2) donc, d’aprés le cours, E(X1 + Xg) =) + A\a et V(X1 + XQ) = A + Ao

+oo +oo
2. Soit keN, P(X =k) =Y P((X=k)N(Y =m)) = Py_m(X =kPY =m).
m=0 m=0

Or, par hypothése,

k _ m—k :
0 sinon
Donec :
= k too m—k
" kA A P = (M1 —p))
P(X =k = k1 m—k,—A N _ /\7/\19 Ad=p)" "
( ! Z:k (k’)p (L=p)" e ml K Z::k (m — k)!
k +oo &
= Mk (AL —p)) APk A(1-p)
B H/\ mz::() m! ¢ ﬁ)‘ et
k
—Ap ()‘p)
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Ainsi X ~» P(Ap).
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EXERCICE 105 probabilités

Enoncé exercice 105

On dispose de n boules numérotées de 1 & n et d’une boite formée de trois compartiments identiques également
numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules .

Elles viennent se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments
restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.

2. (a) Déterminer la probabilite P(X = 2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

. (a) Calculer E(X).

(b)

3

Déterminer lim FE(X). Interpréter ce résultat.
n—-+oo

Corrigé exercice 105
1. X(©) =10,2].
3
2. (a) Pour que I’événement (X = 2) se réalise, on a (2> possibilités pour choisir les 2 compartiments restant

vides. Les deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans

1
le troisiéme compartiment avec la probabilité —.

De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.

3 1 n 1 n 1 n—1
pane px =20 (3) (1) =5 (1) = (2)
(b) Déterminons P(X =1).
Pour que 'événement (X = 1) se réalise, on a (‘;’) possibilités pour choisir le compartiment restant vide.
Le compartiment restant vide étant choisi, on note A I’événement «les n boules doivent se placer dans

les deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser
P'un d’eux vide».

Soit k € [1,n —1].
On note Ay I’événement « k boules se placent dans le compartiment a et les (n — k) boules restantes

dans le compartiment b».
n—1

On a alors A = U Ay
k=1

OnaVke|[ln—1], P(A) = <Z> (;)k (;)nk - (Z) (;)n

3 n—1 n—1
Donc P(X =1) = < )P( U Ap) =3 Z P(Ayg) car Ay, A, ..., Aj,—1 sont deux & deux incompatibles.

1 k=1 k=1
Donc
rocn=s5 ()(5) = () Z0-6) (50 2)-6) @
Donc P(X =1) = (;)nl (2" —2).
Enfin, P(X =0) = 1 — P(X =2) — P(X = 1) donc P(X =0) = 1— (3)" 7" — (1)" "' (2» —2).
Donc P(X =0) =1 — (;)nl (27 —1).

Autre méthode :
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Une épreuve peut étre assimilée a une application de [1,n] (ensemble des numéros des boules) dans [1, 3]
(ensemble des numéros des cases).

Notons €2 ’ensemble de ces applications.

On a donc : card Q2 = 3.

Les boules vont se "ranger aléatoirement dans les trois compartiments", donc il y a équiprobabilité sur 2.

(a) L’événement (X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément
de [1,3].

3 1
Donc P(X =2) = 30 = 3T
(b) Comptons & présent le nombre d’applications correspondant a 1’événement (X = 1), c’est-a-dire le
nombre d’applications dont I’ensemble des images est constitué de deux éléments exactement.
On a 3 possibilités pour choisir 1’élément de [1, 3] qui n’a pas d’antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
compter le nombre d’applications de [1,n] vers les deux éléments restants de [1, 3], en excluant bien sir les
deux applications qui concentrent les images sur le méme élément.

On obtient donc 2™ — 2 applications.
3x(2"-2) 1
Dou P(X =1) = = 2" —2).
on P(x=1)= 222D - L on )
Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X =0) =1— P(X =2) — P(X = 1) donc

PX=0)=1-(H)""— ()" "2 -2).

n—1 n—1
3. (a) E(X)=0P(X =0)+1P(X = 1)+ 2P(X =2) = (;) (20— 912 (;) |

Donc E(X) =3 @)n

2 n
b) D’ os 3. li E(X)= 1 — =0.
() Dapres 3.a), tiw B(X) = 1 3(2) =0

Quand le nombre de boules tend vers +00, en moyenne aucun des trois compartiments ne restera vide.
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EXERCICE 106 probabilités

Enoncé exercice 106

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes.

2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés.
Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut %

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?

(b) Soit n € N*.
On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé?

(¢) Déterminer lim p,. Interpréter ce résultat.
n——+oo

Corrigé exercice 106

1. Soit (2,4, P) un espace probabilisé.
Soit B un événement de probabilité non nulle et (A;),
non nulles.

Alors, Vig € I, Pp(A;,) =

¢ un systéme complet d’événements de probabilités

P(A;,)Pa,, (B)
S P(A)Pa,(B)

iel

Preuve : Pp(4;,) = P(I?;EBO) 2 - P(Ai;D)(P;)w = (1)

Or (A;);c; un systéme complet d’événements donc P(B) = Z P(A; N B).
iel

Donc P(B) =Y P(A;)Pa,(B). (2).
iel
(1) et (2) donnent le résultat souhaité.
2. (a) On tire au hasard un dé parmi les 100 dés.
Notons T I’événement : «le dé choisi est pipé».
Notons A I’événement :« On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer Pa(T).
Le systéme (7, T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

25 1 — 3
On a d’ailleurs, P(T) = 100 =1 et donc P(T) = T
Alors, d’apres la formule de Bayes, on a :
1 1
_ P(T)Pr(4) __a*3 1
Pall) = ity = PP - T 1 1 32
R+ P P@) ~ L1

(b) Soit n € N*.
On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés.
V k € [1,n], on note A, 'événement « on tire le chiffre 6 au k*™° lancer ».

n
On pose A = ﬂ Ag.
k=1
On nous demande de calculer p,, = Pa(T).

Le systéme (T, T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.
25 1 —

On a d’ailleurs, P(T) = 100 = 1 et donc P(T) = 3.

Alors d’apreés la formule de Bayes, on a :
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P(T)Pr(A
Pr(A)p(T) + Pr(A)P (T)
1 1\"
1" (2 1
Done pn, = N L (Y .3 14 L
2 4 \6 4 3t
(c) VnGN*,pn:%DonC lim p, =1

Ce qui signifie que, lorsque n tend vers 400, si on n’obtient que des 6 sur n lancers, alors le dé tiré au
hasard au départ est, avec quasi-certitude, pipé.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 132


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2015, CCP-MP Mise a jour : 26/08/14

EXERCICE 107 probabilités

Enoncé exercice 107

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N.
Elles suivent la méme loi définie par : Vk €N, P(X =k) = P(Y =k) =pg* oup€]0,1[et g=1—1p
On considére alors les variables U et V' définies par U = sup(X,Y) et V = inf(X,Y).

1. Déterminer la loi du couple (U, V).

2. Expliciter les lois marginales de U et de V.

3. U et V sont-elles indépendantes 7

Corrigé exercice 107

L (U, V)(Q) = {(m,n) € N* tel quem >n}. Soit (m,n) € N? tel que m > n.
Premier cas : si m=n
P(U=m)Nn(V=n))=P(X=n)Nn(Y =n)) =P(X =n)P(Y =n) car X et Y sont indépendantes.
Donc P((U =m) N (V =n)) = p*¢>".
Deuxiéme cas : si m>n
P(U=m)N(V =n))=P((X =m)N(Y =n)] U[(X =n)N (Y =m)])
Les événements (X =m)N (Y =n)) et (X =n)N (Y =m)) sont incompatibles donc :
P(U=m)Nn(V=n)=P((X=m)N(Y =n))+ P(X =n)N (Y =m)).
Or les variables X et Y suivent la méme loi et sont indépendantes donc :
P((U=m)N(V =n)) =2P(X =m)P(Y =n) =2p*¢"™™.

p2g*n sim=mn
Bilan: P(U=m)N(V =n)) =14 2p?°¢"t™ sim>n
0 sinon

2. U(Q) = NetV( ) = N. Soit m € N.
ZP ((U=m)N(V =mn)). ( loi marginale de (U,V) )

Donc d’aprés 1

m—1
:m):ZP((U:m)ﬂ(V:n)):P((U:m)ﬂ(V:m))+ZP((U:m)ﬂ(V:n)).
n=0
Donc
m—1 m—1 1 _qm 2 2
2m 2 n+m __ 2 2m, m 2 2m 2 . m m m
P(U =m) +22p = +2p’q Zq W = +2pg™ (1—¢™)

DoncVm e N, P(U = m) pg™ (pg™ + 2 — 2¢™).

Soit n € N.
De méme, P(V =n) = Z P((U=m)N(V =n)). (loi marginale de (U, V) )

Donc d’aprés 1.,
+oo +oo

PV=n)=> P(U=m)n(V=n)=P(U=n)n(V=n)+ Y P(U=m)n(V =n)).

m=n m=n+1
Donc P(V — 2 2n + Z 2p2 n+m _p2q2n +2p2qn Z qm :p2 2n +2p2 2n+1 Z qm—n—l
m=n+1 m=n+1 m=n+1
00 1
Donc P(V ) p2q2n + 2p2q2n+1 Z qm _ p2 2n + 2p2q2n+1 — _ p2q2n + 2pq2n+l _ qun(p + 2(])
m=0

Donc Vn € N, P(V =n) = pg®>*(1 + q).

3. P(U=0)Nn(V=1))=0et P(U=0)P(V =1) =p?pg®(1 +q) #0.
Donc U et V ne sont pas indépendantes.
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EXERCICE 108 probabilités

Enoncé exercice 108

On dispose de deux urnes U; et Us.

L’urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.

L’urne Uy contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

on choisit une urne au hasard et on tire une boule dans 'urne choisie.

On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle provient.

Si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.

Sinon le tirage suivant se fait dans 'urne Us.

VYn € N*, on note B,, ’événement « la boule tirée au ni®™e tirage est blanche ».
On pose également Vn € N*, p,, = P(B,,).

1. Calculer p;.
6 L 4
3l T
3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de p,.

2. Prouver que : Vn € N*, p,41 =

Corrigé exercice 108

1. Notons U; ’événement le premier tirage se fait dans 'urne Uj.
Notons Us ’événement le premier tirage se fait dans 'urne Us.
(U1,Us) est un systéme complet dévénements.
Donc d’apreés la formule des probabilités totales, p; = P(B;1) = Py, (B1)P(U1) + Py, (B1)P(Us).

D 2><1—|—4><1 17
T = — —_ — —_= —
P =g 5T 7757 35
17
d = —.
On a donc py 35
2. Soit n € N*.

(B, B,,) est un systéme complet d’événements.

Donc, d’aprés la formule des probabilités totales, P(By+1) = Pp, (Bnt+1)P(By) + PBfn(BnH)P(Bin).

2 4
Alors en tenant compte des conditions de tirage, on a p,+1 = —p, + ?(1 — Dn).

5
D Vn e N* + 1
onc . =—— —.
, VI Pn+1 35pn ”
4
3. Vn € N*v Pn+1 = 7%1771 + ?
Donc (pn)nen+ est une suite arithmético-géométrique.

On résout 1'é tion [ 6 I+ 1 t t l 20
n 1éso équation | = ——1+ - et on trouve | = —.
résout ’équati 3% - uv 1

On consideére alors la suite (uy,)pen+ définie par : Vn € N* | u, = p, —[.

6 6 n—1
(un)nen+ est géométrique de raison 35 donc, Vn € N*, u,, = (—) Up.

17 20 3

Orun=pm—1=5 =5 = Tz

n—1
P X o s s _ 3 6 20
On en déduit que, Vn € N*, p, = u,, + [, c’est-a-dire p,, = 1435 ( 35) + a
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EXERCICE 109 probabilités

Enoncé exercice 109
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, 4, P) et a valeurs dans N dont
la loi est donnée par :

Y (i,j) € N2, P(X =) N (Y =) = —

1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1 + X suit une loi géométrique et en déduire l'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer l'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Calculer P(X =7Y).

Corrigé exercice 109

. . ) 1
LV (i,j) eN*, P(X =i)n(Y =) = FORESIN
X(Q)=N.
Soit i € N.
1 =X 1 1
> e 21 o 21+1 Z ] converge et Z e2itl l  9i+l’
>0
X1 1 X1 1
§=0 §=0
1
Conclusion : Vi € N, P(X =i) = i1
Y(Q)=N.
Soit j € N.
e séombtriane do raison 111
Z W 26']' Z converge (Serle geonletrlque € raison 5) et Z eT‘i'lj' = ?]'71 = J
i>0 i>0 i=0 1-— 3
Or P(Y ZP Ny =j)).
+oo 400 i
1 1 1 1 1 1
Donc P(Y =) =S — — —_ o) ==
one P(Y' = j) ;e%lj! %) ; (2> 2ej1] _ L ¢f
— i— 5
1
Conclusion : Vj e N, P(Y =j) = ol
5!
2.(a) On pose Z = X + 1.
Z(Q) = N*.
De plus, Vn € N* P(Z—n)—P(X—n—l)—i—1 1 -
P e E =S = o 2\2)
1
Donc Z suit une loi géométrique de paramétre p = 3
L—p

Donc, d’apreés le cours, E(Z) = 1o 2et V(Z) = —5— =2.

p
Donc E(X)=E(Z-1)=E(Z)-1=2-1=1et V(X)=V(Z—-1)=V(Z) = 2.
Cest-a-dire E(X) =1et V(X) =2.

(b) Y suit une loi de Poisson de paramétre A = 1.
Donc, d’apres le cours, E(X) =V(X)=A=1.

3.0na:V(i,j) e N, P(X =i)N (Y = j)) = P(X =4i)P(Y = j). Donc les variables X et Y sont
indépendantes.
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4. (X=Y)= U (X =k)N (Y =k)) et il S’agit d’une union d’événements deux & deux incompatibles donc :

keN
1 k
+o0 +o00 +o0 | &
1 1 1 (2> 1.

P(X=Y)=) P(X=RNY=k)=> —m =50 =5

k=0 k=0 k=0

1

D PX=Y)=—.
onc P( ) NG

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 136


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2015, CCP-MP Mise a jour : 26/08/14

EXERCICE 110 probabilités

Enoncé exercice 110

Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loi de Y.

Corrigé exercice 110

1. X(Q) =1[1,3].
Vi € [1,n], on note B; la i*™¢ boule blanche.
Vi € [1,2], on note N; la im¢ boule noire.
On pose E = {By, Bs, ..., By, N1, Na}.
Alors ) est 'ensemble des permutations de E et donc card(Q2) = (n + 2)!.

(X =1) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est blanche.
On a donc n possibilités pour le choix de la premiére boule blanche et donc (n + 1)! possibilités pour les

tirages restants.
nx (n+1)! n
Donc P(X =1) = (+): .
(n+2)! n+2
(X = 2) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est noire et la
seconde est blanche.
On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n!

possibilités pour les tirages restants.

2 ! 2
Donc P(X =2) = xn X (n) = i .
(n+2)! (n+1)(n+2)
(X = 3) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule et la seconde boule sont

noires.
On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis une seule possibilité pour la seconde et enfin n!

possibilités pour les boules restantes.

o 2x1x(n)! 2
Done PX =3) = = ~ v D+ 2

Autre méthode :
Dans cette méthode, on ne s’interesse qu’aux "premiéres" boules tirées, les autres étant sans importance.
X(92) =[1,3].

(X =1) est Pévénement : "obtenir une boule blanche au premier tirage".

nombre de boules blanches n
D P(X=1)= = .
one P( ) nombre de boules de 'urne  n + 2

" obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche au second

(X = 2) est 'événement :
tirage".

2 2
Dot P(X = 2) n n

Thnt2 ntl mt2m+l)

, les tirages se faisant sans remise.

(X = 3) est ’événement : "obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule

blanche au troisiéme tirage".
2 1 2
Dou P(X =2) = X x L= ——— les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l n @®m+2)(n+1)

2.Y(QY) =[1,n+1].
Soit k € [1,n + 1].
L’événement (Y = k) correspond aux tirages des (n + 2) boules ot les (k — 1) premiéres boules tirées ne
sont ni By ni Ny et la k'™ boule tirée est By ou Nj.
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On a done, pour les (k — 1) premiéres boules tirées , ) choix possibles de ces boules et (k — 1)!

n
k—1
possibilités pour leur rang de tirage sur les (k — 1) premiers tirages, puis 2 possibilités pour le choix de la
ki®me houle et enfin (n + 2 — k)! possibilités pour les rangs de tirage des boules restantes.

( " ) x(k—1!'x2x(n+2-k)! 2n7! X (n+2—k)!
Done P(Y = k) = k—1 _ (n—k+1)!

(n+2)! (n+2)!
2(n+2—k)

(n+1)(n+2)

Donc P(Y = k) =
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EXERCICE 111 probabilités

Enoncé exercice 111
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (€2, .4, P) et a valeurs dans N.
On consideére la série entiére Z t"P(X = n) de variable réelle ¢.
On note Rx son rayon de convergence.

(a) Prouver que R >
On pose alors Gx( Z t"P(X ) et note D¢, I'ensemble de définition de Gx.

Justifier que [-1,1] C DGX
Pour tout réel ¢ ﬁxe exprimer Gx sous forme d’une espérance.
(b) Soit k € N. Exprimer, en justifiant votre réponse, P(X = k) en fonction de Gg;)(()).
2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre .
Déterminer D¢, et, Vit € Dg,, calculer Gx (t).

(b) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilis¢, indépendantes et suivant
des lois de Poisson de paramétres respectifs Ay et Ao.
Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X + Y.

Corrigé exercice 111

1.(a) YneN,Vte]-1,1[, [t"P(X =n)| < P(X

+oo
=n) et ZP(X =n) converge ( Z P(X =n)=1).

n=0
Donc Vit € ]-1,1], Z t"P(X = n) converge absolument.
Donc R>1
De plus, pour t =1 et t = —1, la série Zt”P(X = n) converge absolument, donc [-1,1] C Dg, .
On remarque que Gx(t) = E(t*). Gx est la fonction génératrice de X.
(b) Soit k € N.
Gx est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 1
Donc, d’apres le cours, Gx est de classe C* sur |—1,1[ C |-Rx, Rx|.

+oo |
De plus, V¢ € ]-1,1[, G (1) = Y (nﬁi'k)‘t”’kP(X =n).
iculier %) o G
En particulier Gy’ (0) = k!P(X = k), donc P(X = k) = =X,

2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre .

A )™
vt € R, Z t"P(X =n) = Z t”e_’\ﬁ e Z % converge (série exponentielle) et donc
D¢, =

De plus, Vt € R, Gx(t) = —/\Z e AeA — A1)

(b) On suppose que X et Y sont 1ndependantes et suivent des lois de Poisson de paramétres respectifs Aq et
Ao.
Dg, =Dg, =Ret,sionpose Z=X+Y, alors [-1,1] C Dg,.
Alors, Vt € [-1,1], Gz(t) = EtXTY) = EtXtY) = E#*)E(tY) car X et Y sont indépendantes et
donc, d’aprés le cours, tX et t¥ sont indépendantes.

Donc, d’aprés 2.(a), Gz(t) = et (t=Her2(t=1) — o(AitAz)(t=1),

On reconnait la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramétre \; + As.

Done, d’aprés 1.(b), comme Z a la méme fonction génératrice qu’une loi de Poisson de parameétre
A1+ Ao, alors Z = X + Y suit une loi de Poisson de paramétre A\; + Ao.
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EXERCICE 112 probabilités

Enoncé exercice 112

k +o00 k 1
>qu converge et V € |—1,1], ( )xkq = ST

On admet, dans cet exercice, que : Vg € N*, Z <
q

k>q

Soit p € ]-1,1][.

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, A, P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X,Y") est donnée par :

n 1\" .
P((X = K) N (Y = n)) = <k) (2) PL=p)"sik<n
0 sinon
1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. (a) Déterminer la loi de Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer l'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

Corrigé exercice 112

1. On remarque que V (k,n) € N2, P(X = k)N (Y =n)) > 0.
(X,Y)() = {(k,n) € N? tel que k < n}.
Posons V (k,n) € N, pr, = P(X = k)N (Y =n)).

Vn € N, E Pk,n converge (car un nombre fini de termes non nuls).
k>0

Et :ijk,n = anz_O (Z) <;)np(1 -p)" = @)np(l -p)" kZ:) (Z) = <;)np(1 —p)"2" = p(1 — p)™.

De plus, Zp(l -p)"=p Z(l — p)" converge (série géométrique convergente car (1 — p) € 10, 1[).

n=0 n=0
400 “+ o0 1
Et ) pl-p)"=p) (1-p"=p—Fr—— =1
2 2= =i
Donc on définit bien une loi de probabilité.
2.(a) Y(Q)=N.
Soit n € N.

+o0
PY=n)= Z P((X =k)Nn (Y =n)) (loi marginale)
k=0

k) \2
k=0

n 1 n
Donc, d’apres les calculs précédents, P(Y =n) = Z (n) () p(1—p)" =p(l—p)".
Cest-a-dire, Yn € N, P(Y =n) = p(1 — p)™.
(b) Posons Z=1+Y.
ZQ)=N*etVneN  P(Z=n)=PY =n—-1)=p(1l—-p" L
Donc Z suit une loi géométrique de paramétre p.
1
(c) D’apres la question précédente, E(Z) = .

OrY = Z — 1 done E(Y) = E(Z) — 1 et donc E(Y) = ~—.
p

3. X(Q) =N.

“+oo
Soit k € N. P(X =k) = P((X = k)N (Y =n)) (loi marginale)

n=0
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Donc P(X = k) = Jio (Z) (;)np(l -p)"=p (;)k (1-p)* Jio (Z) (;(1 —p))n_k -

n==k

k
1
Donc, d’apres les résultats admis dans 'exercice, P(X = k) =p (2

- 1 k 3 2k+1
Cest-a-dire P(X = k) =p <2) (1-p) W

k
% [(1-
Done, ¥V k € N, P(X:k):lf(Hp) .
p p
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EXERCICE 113 probabilités

Enoncé exercice 113

Soit n € N* et E un ensemble possédant n éléments.
On désigne par P(FE) 'ensemble des parties de E.

1.
2.
3.

Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (P(E))” tels que A C B.

Déterminer le nombre b de couples (A4, B) € (P(E))” tels que AN B = 0.

Déterminer le nombre ¢ de triplets (4, B,C) € (P(E))® tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et
vérifient AUBUC =E. .

)
)2

Corrigé exercice 113

1.

On note F = {(A, B)e (P(E)? JAcC B}.

Soit p € [1,n]. On pose F, = {(A,B) € (P(E))® / A C BetcardB :p}.
Pour une partie B & p éléments donnée, le nombre de parties A de F telles que A C B est card P(B) = 2P.

De plus, on a (;) possibilités pour choisir une partie B de E & p éléments.

On en déduit que : Vp € [0,n], card F), = (;)2[)'

n
Or F = |J F, avec Fy, F1, ..., F,, deux & deux disjoints.
p=0
n

Donc a = card F = Z card F, = Z <n> 2P = 3", d’apreés le binéme de Newton.
p

p=0 p=0

Conclusion : a = 3".

Autre méthode :
Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre a la question 1.
Notons encore F' = {(A, B) € P(E)* / A C B}.
A tout couple (A, B) de F, on peut associer application ¢4 p définie par :
E — {1,2,3}

) 1 si reA
PAB: 4y 2 si x¢ AetxeB
3 si ¢ B

On note A (E,{1,2,3}) Pensemble des applications de E dans {1,2,3}.

— A(E,{1,2,3})

(A,B) — pan est bijective.

Alors l’application O :

Le résultat en découle.

A@Bye@®)y jans=0}={(4B)e(PE) /AcB}.

Or card {(A,B) e (P(E))? /A c?} = card {(A,B) € (P(E))? /JACH
= card {(A,C) e (P(E))? JACC
Donc b = a.

Compter tous les triplets (A4, B, C) tels que A, B et C soient deux & deux disjoints et tels que
AU BUC = E revient & compter tous les couples (A, B) tels que AN B = () car, alors, C est
obligatoirement égal & AU B.

En d’autres termes, ¢ = card {(A, B)e (P(E))? /JANB = @} =b=3".
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